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Vorwort

Fiir unzdhlige Probleme der asymptotischen Zahlentheorie und Kombinatorik kann die
“circle method” von Hardy und Littlewood Anwendung finden. Viele davon, wie die bei-
den hier vorgestellten Fragestellungen, gehen bis auf die groflen Mathematiker des 17. und
18. Jahrhunderts zuriick.

Unter dieser Methode versteht man zunéchst nur die prinzipiell einfache, aber unwahr-
scheinlich elegante und wirkungsvolle Idee, aus der erzeugenden Funktion einer gegebenen
Zahlenfolge durch Anwendung der Cauchy’schen Integralformel die Koeffizienten zuriick-
zugewinnen. Durch den Einsatz diverser zusétzlicher Ideen und “Tricks” lésst sich diese
Methode auf eine Fiille von Problemstellungen anwenden. Eine besondere Faszination geht
vom Ineinandergreifen von analytischen Methoden mit Techniken der elementaren Zahlen-
theorie und Kombinatorik aus.

Es wird im Zuge dieser Arbeit auf zwei der klassischen Aufgaben eingegangen — die Formel
von Rademacher fiir die Partitionsfunktion und das Problem von Waring. Neben den Ori-
ginalfragestellungen sollen aber auch neue Varianten und Anwendungen behandelt werden
— dies wird insbesondere Bestandteil der Kapitel 4 und 8 sein.

Rademachers Formel fiir die Partitionsfunktion p(n), die die Anzahl verschiedener Zerle-
gungen einer natiirlichen Zahl n ohne Riicksicht auf die Reihenfolge der einzelnen Sum-
manden zdhlt, nimmt die ersten beiden Kapitel der Arbeit ein. In Kapitel 1 werden einige
elementare Tatsachen iiber Partitionen bereitgestellt, Kapitel 2 behandelt den Beweis der
beriihmten Formel.

Mit der Betrachtung von Verteilungseigenschaften von Partitionen, die auf Szekeres zuriick-
geht, beschiftigt sich Kapitel 3. Kapitel 4 wendet sich schliefilich Anwendungen von Par-
titionen in der Graphentheorie zu, die iiberraschenderweise sogar mit Fragestellungen aus
der Chemie in Verbindung gebracht werden kénnen.

Als zweites klassisches Problem beschreibe ich die Losung des Waring’schen Problems, in
dem es um die Darstellbarkeit von natiirlichen Zahlen durch Summen k-ter Potenzen geht,
mit Hilfe der Hardy-Littlewood-Methode. Wihrend im einfiihrenden Kapitel 5 einige ein-
fache Spezialfille beschrieben werden, zeigen die Kapitel 6 und 7 die Losung von Hardy
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und Littlewood. Kapitel 8 ist einer Variante gewidmet, bei der zusétzliche Bedingungen
iiber Ziffernentwicklungen eingebracht werden.

Mein besonderer Dank gilt an dieser Stelle all jenen, die in verschiedenster Weise zur
Entstehung dieser Arbeit beigetragen haben, insbesondere natiirlich O.Univ.-Prof. Dr.
Robert F. Tichy fiir die Betreuung der Arbeit und die Unterstiitzung durch das FWF-
Forschungsprojekt S-8307-MAT.

Abschliefend mo6chte ich mich auch bei allen bedanken, die meine Liebe und Begeisterung
fiir die Mathematik in all den Jahren geférdert haben.

Graz, im Juli 2004

Stephan Wagner
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Kapitel 1

Allgemeines iiber Partitionen

1.1 Definitionen und Notation

Definition 1.1 Unter einer Partition einer natiirlichen Zahl n verstehen wir eine endliche
Folge ¢ = (¢4, ..., ¢q) natiirlicher Zahlen ¢; > 1, sodass

@ Ci+...+Cq=n,

e CcL>...>¢C4.
Als iibliche Schreibweise wird ¢ F n fiir “c ist Partition von n” verwendet.

Eine gute Moglichkeit zur Darstellung von Partitionen sind die sogenannten Ferrer-Diagramme
oder Young-Tableaus. Dabei wird eine Partition durch ein Gebilde aus Késtchen dargestellt,
bei dem die Anzahl der Késtchen in der i-ten Zeile das i-te Glied der Folge ¢ darstellt. Die
Abbildung zeigt das Ferrer-Diagramm zur Partition (6,5, 3,3,1) von 18.

Abbildung 1.1: Beispiel eines Ferrer-Diagramms

Im Folgenden interessieren wir uns vor allem fiir die Anzahl verschiedener Partitionen in
gewissen Klassen. Wir fiithren die folgenden Notationen ein:

Definition 1.2 Es bezeichne p(n) die Zahl der Partitionen von n; weiters sei P(n, k) die
Zahl der Partitionen mit < k Teilen und p(n, k) die Zahl der Partitionen mit genau k
Teilen, und es sei p(n, k, 1) die Zahl der Partitionen mit genau & Teilen und Maximum /.

7
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Ferrer-Diagramme stellen ein gutes Mittel zur Veranschaulichung von Bijektionen zwischen
Klassen von Partitionen dar. So gilt etwa folgende Tatsache:

Proposition 1.1 P(n, k), die Anzahl der Partitionen von n in < k Teile, ist gleich der
Anzahl p(n + k, k) der Partitionen von n + k in k Teile.

Beweis: Man betrachte das Ferrer-Diagramm einer Partition ¢ - n mit < k Teilen. Fiigt
man vorne noch einen k x 1-Block hinzu, so entsteht eine Partition ¢ F n + k mit genau
k Teilen. Gibt man umgekehrt eine Partition von n 4+ k in genau k Teile vor, so kann

Abbildung 1.2: Zum Beweis von Proposition 1.1

man den k x 1-Block entfernen und erhilt eine Partition von n mit < k Teilen. Dadurch
wird eine Bijektion zwischen diesen beiden Klassen von Partitionen hergestellt, womit die
Maichtigkeiten gleich sein miissen. ([

Eine sehr wesentliche Operation im Zusammenhang mit Ferrer-Diagrammen ist die Kon-
jugation, die hier kurz formal definiert wird:

Definition 1.3 Sei ¢ = (¢4, ..., ¢4) F n eine Partition. Dann ist durch ¢, definiert durch
G={1<j<d: ¢ >i}

eine weitere Partition von n gegeben. Diese Operation entspricht dem Spiegeln des Ferrer-
Diagramms entlang der Diagonalen. Es gilt ¢ = c.

| .\. |
N
N
N
N
<

Abbildung 1.3: Konjugation einer Partition

Die Konjugation vertauscht offenbar die Rollen von Linge und Maximum. Daher ist P(n, k)
auch die Zahl der Partitionen von n mit Maximum < k, p(n, k) ist auch die Zahl der
Partitionen mit Maximum k&, und p(n, k,1) = p(n, [, k).
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1.2 Erzeugende Funktionen

Lemma 1.2 Die erzeugende Funktion fiir die Partitionsfunktion p(n) ist gegeben durch

Zp(n)x" = H (1—a™) (1.1)

Beweis: Es gilt
(1—a™)"t= Zka
k=0

Wird das Produkt ausfaktorisiert, so ergeben sich genau Summanden der Form

g2om=1 kmm,

Interpretiert man k,, als die Haufigkeit des Auftretens von m in einer Partition ¢, so gehort
zu jeder Partition von n genau ein Summand x” und umgekehrt. Damit ergibt sich

[10 -2 =3 pm)a”
m=1 n=0
U
Lemma 1.3 Die erzeugende Funktion fiir P(n, k) ist gegeben durch
oo k
Y P k)ja"=J[@-a2m)" (1.2)
n=0 m=1

Beweis: P(n, k) beschreibt, wie oben erwiihnt, auch die Anzahl aller Partitionen von n
mit Maximum < k, d.h. ausschliellich Teilen < k. Das bedeutet, dass in der erzeugenden
Funktion von p(n) genau die Faktoren wegfallen, die Teilen > k entsprechen. O

Korollar 1.4 Die erzeugende Funktion fiir p(n, k) ist gegeben durch

Zp(n, k)a" = o H(l — ™ (1.3)

m=1

Beweis: Es wurde in Proposition 1.1 bereits gezeigt, dass P(n, k) = p(n+k, k) oder P(n —
k,k) = p(n, k) gilt. Daraus folgt unmittelbar

00 oo oo k
Zp(n, k)x" = ZP(n — k,k)zFa"F = ok ZP(n, k)a" = x* H (1—a™ L
n=0 n=~k n=0

m=1
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Lemma 1.5 Die erzeugende Funktion fiir p(n, k,1) ist gegeben durch

00 k-1 1 — glm—1
Zp(n, k,Da™ = gkt H BE g (1.4)
n=0 m=1

Beweis: Zunichst bestimmen wir die erzeugende Funktion von P(n,k,l), der Anzahl der
Partitionen von n in < k Teile, die allesamt < [ sind. Es soll gezeigt werden, dass

oo k l
(x)kJrl 1— xl-l—m 1— xk-l—m
P(n:k:l)xn = = - = —_,
2 e L |
wobei (z); = []_,(1 — 2™) eine sogenannte ¢-Reihe ist. (Si’“;l bezeichnet man als
Gaufischen Binomialkoeffizienten. Er erfiillt einige algebraische (Relationen und stimmt

k+1

B ) iiberein.

im Grenzwert £ — 1 mit dem Binomialkoeffizienten (
Sei G(k,l,2) = >0° P(n,k,l)a™ die erzeugende Funktion von P(n,k,l) und g(k,l,z) =
@i+l qor Ausdruck auf der rechten Seite. Wir zeigen, dass G(k, [, z) und g(k, [, z) dieselbe

)
) (x)
Tg{ekkurlsion mit denselben Startwerten erfiillen. Zunéchst gilt offenbar

1 n=0

P(n,k,0) = P(n,0,1) = {0 40
n

und damit G(k,0,2) = G(0,1,2) = 1, denn nur die leere Partition, die eine Partition von
0 ist, hat Linge bzw. Maximum = 0. Da (x)¢ = 1, gilt auch g(k,0,z) = ¢(0,/,z) = 1.

Weiters haben wir die folgende Rekursionsbeziehung:

o) a0 G~ R

(2)kg11 (1 — 2t
()@ (=)
_ (2)k11 ;1 —ak
(@)e(@)-1 1 —af
— 4l (x)k+171
(@)k—1();

=gk —1,1,2).

P(n,k,l)— P(n,k,l — 1) beschreibt die Anzahl aller Partitionen von n mit < & Teilen und
Maximum /. Entfernt man aus dem Ferrer-Diagramm einer solchen Partition die erste Zeile,
so ergibt sich eine Partition von n—1[ mit < k£ —1 Teilen und Maximum < /[ und umgekehrt
(wie im Beweis von Proposition 1.1). Also folgt P(n, k,l)— P(n,k,l—1) = P(n—1,k—1,1)
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und damit

o0 o0

Gk, l,x) — G(k,1—1,2) =Y _P(n.k,0)a" =Y _ P(n k1 —1)z"
n=0 n=0

=> P(n—1k-11)z"
n=l
= 2! ZP(n, E—1,0)z"
n=0

= 2!'G(k —1,1,z).

g(k,l,z) und G(k,l,z) sind durch die Startwerte und die Rekursion eindeutig festgelegt.
Da diese iibereinstimmen, gilt auch g(k,(, x) = G(k,l, x), wie behauptet.

Entfernt man die erste Zeile und Spalte im Ferrer-Diagramm einer Partition von n mit k
Teilen und Maximum [, so ergibt sich eine Partition von n — k — [ 4+ 1 mit < k — 1 Teilen
und Maximum < [ — 1 und umgekehrt (wieder wie im Beweis von Proposition 1.1), es gilt
somit p(n,k,l) = P(n —k —1+1,k— 1,1 —1). Daher folgt schlie§lich

Zp(n,k,l)x" = Z Pn—k—-1+1,k-1,1—1)2"
n=0 n=k-+i—1
= gt ZP(n, k—1,1—1)z"
n=0
k-1
1—ﬁﬁ+m71
k-1

O

Zuletzt sei noch auf eine beriihmte Identitit hingewiesen, die auf Euler zuriickgeht, und
die eine rekursive Berechnung von p(n) ermdglicht.

Satz 1.6 Es sei F(x) =[[>_,(1 —2™)"! die erzeugende Funktion von p(n). Dann gilt

m=1

F@rlzIIQ—4@):1+§:p4w(x“?”+x”?“) (1.5)

m=1

Beweis: Der Beweis wird kombinatorisch gefiihrt, wobei Ferrer-Diagramme wiederum hilf-
reich sein werden. Auf der linken Seite ergeben sich beim Ausmultiplizieren des Produkts

Summanden von der Form
(_1)kxm1+m2+...+mk’
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wobei die m; paarweise verschieden sind. Daher ist der Koeffizient von z" genau p,(n) —
pu(n), wobei p,(n) die Anzahl der Partitionen von n in eine gerade Zahl paarweise verschie-
dener Summanden bezeichnet, p,(n) die Anzahl der Partitionen von n in eine ungerade
Zahl paarweise verschiedener Summanden.

Es sei ¢ = (¢4, ..., ¢q) eine Partition von n in paarweise verschiedene Teile. Wir betrachten
das Ferrer-Diagramm von ¢. Wir bezeichnen die unterste Zeile (die dem minimalen Teil ¢4
entspricht) mit Basis. Weiters sei r maximal mit der Eigenschaft, dass ¢; = ¢;41 + 1 fiir
alle 1 < 7 < r gilt. Die ganz rechts liegenden Késtchen der Zeilen 1,2,...,7 bilden die
sogenannte Boschung des Diagramms.

Bdschung

Basis

Abbildung 1.4: Basis und Boschung eines Ferrer-Diagramms

Sei b die Grofle der Basis und g die Grofle der Boschung. Nun ordnen wir ¢ eine andere
Partition ¢* in folgender Weise zu:

e Falls b < g, so entfernen wir die Basis und héngen sie an die Boschung an. Die
Partition, die dem entstehenden Diagramm entspricht, hat dann lauter verschiedene
Teile, und die Anzahl der Teile sinkt um 1. Die Grofie der neuen Boschung ist gleich
der Grofle der alten Basis und daher kleiner als die der neuen Basis.

e Falls b > g, so entfernen wir die Boschung und hingen sie unten an die Basis an.
Wieder hat die neue Partition lauter verschiedene Teile, und die Anzahl der Teile
wichst um 1. Die Gréfle der neuen Béschung ist zumindest so grofl wie die der alten
und damit > der Grofie der neuen Basis.

Aus dem Gesagten ergibt sich auch, dass (¢*)* = ¢, womit sich eine Bijektion zwischen
den Partitionen von n in eine gerade Zahl paarweise verschiedener Summanden und den
Partitionen von n in eine ungerade Zahl paarweise verschiedener Summanden ergibt. Aus-
nahmen kann es nur dann geben, wenn Basis und Boschung ein gemeinsames Késtchen
haben und b = g oder b = g+ 1 ist, wie in den folgenden Bildern dargestellt ist (Abbildung
1.5). Im ersten Fall ergibt sich keine Partition mit verschiedenen Teilen. Hier ist

9 2
. glg+1 39°+g
n:E(g—H):gQ—F (2 ) _ 5
i=1
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.?_— |

-

Abbildung 1.5: Ausnahmen zur konstruierten Bijektion

13

Im zweiten Fall erhdlt man kein zulédssiges Diagramm, und es ist

g 2
. glg—1) 3¢°—g
n:E(g+z—1):gQ+ 5 = 5
=1

Ist g gerade, so folgt p,(n) — py(n) =1, ist g ungerade, p,(n) — p,(n)

pg(n) —pu(n) — {(—1)9 n = %

0 sonst,

—1. Daher gilt

womit die gewiinschte Formel folgt.

OJ
Korollar 1.7 Fiir n > 1 gilt
> m 3m? —m 3m? +m
p(n) = 3 (=)™ (p(n = Z5—) +p(n - =5—)), (1.6)
m=1

wobei p(k) = 0 fiir k£ < 0 gesetzt wird.

. . . . . . . 2_
BEMERKUNG: Die Summe ist endlich, weil fiir hinreichend grofles m n — ?’me und n —
2 . .
I negativ sind.

Beweis: Aus der Identitit

(Spt) (14 3o (5 +0252)) -

erhélt man durch Ausmultiplizieren der linken Seite als Koeffizienten von z"
= 3m? —m 3m? +m
-2 o= T5) ol - =5 )
p(n) mzzzl( )" p(n 5 +p(n 5

Dies muss gleich 0 sein, womit das behauptete Ergebnis folgt.



Kapitel 2

Rademachers Formel fiir die
Partitionsfunktion

Es stellt sich uns nun die Frage, wie sich die Grofie p(n) asymptotisch verhilt. Wie in
diesem Kapitel ausgefiihrt wird, gilt

p(n) ~ % 327:/3) (2.1)

was von Hardy und Ramanujan 1918 [8] mit Hilfe der “circle method”, um die es in dieser
Arbeit geht, bewiesen wurde. In der Tat konnten sie sogar zeigen, dass eine asymptotische

Formel von der Form
p(n) = Z Py(n) +O(n~14) (2.2)
k<ay/n

gilt, wobei Py(n) ~ % V;Ln/g) den Hauptterm darstellt und alle weiteren von dhnlicher

Bauart sind. Da der Fehler von der Ordnung O(n~'/%) ist, ist die Formel fiir hinreichend
groflies n sogar exakt, da ja p(n) eine ganze Zahl ist. Der Nachteil an dieser Formel ist, dass
die unendliche Summe der Py(n) nicht konvergiert.

Dieser Nachteil konnte von Rademacher 1937 [23] ausgemerzt werden, indem er einen
anderen Integrationspfad im Beweis wihlte. Er erhielt dadurch eine konvergente Reihe

pln) =3 Ruln). (23)

Zum Beweis werden gewisse Eigenschaften der erzeugenden Funktion bendtigt, um das
Kurvenintegral
1 F(x)
21i Jo antl
auszuwerten, wobei F(z) = [[°_ (1 — 2™)~' = Y™ /p(n)z" und C eine Kurve um den
Nullpunkt ist. Nach der Cauchy’schen Integralformel entspricht dies genau p(n). Der hier
gebrachte Beweis folgt im Wesentlichen [2].

(2.4)

14
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2.1 Die Dedekind’sche n-Funktion

F(z) héngt mit der sogenannten Dedekind’schen n-Funktion zusammen, die folgenderma-
Ben gegeben ist:

Definition 2.1

o0

n(r) = e/ H(l — minT)), (2.5)

n=1

Offensichtlich gilt (7 + m) = e™™/12y(7) fiir ganzzahliges m. Die Funktion erfiillt sogar
noch mehr, ndmlich die folgende bemerkenswerte Funktionalgleichung:

Satz 2.1 Es seien a,b,c,d € Z mit ¢ >0, ad—bc=1, und T € H={r € C: Im7 > 0}.
Dann gilt

n(j::z) = £(a, b, ¢, d)(—i(cr + d)) Y2 (7), (2.6)
wobei
e(a,b,e,d) = exp (m’(algcd + s(—d, c)))
und
PR S

eine sogenannte Dedekind-Summe ist.

Beweis: Diese Funktionalgleichung kann auf verschiedene Arten bewiesen werden, etwa als
Folgerung zu einer allgemeineren Formel von Iseki (s. [2]). Hier soll ein Beweis gezeigt
werden, der auf Basil Gordon zuriickgeht: zunéchst betrachten wir die modulare Gruppe,

definiert durch ;
a
r— {A_ (C d) ‘a,b,c,deZ, det A = 1},

wobei die Matrizen A und — A identifiziert werden (entspricht der Bildung der Faktorgruppe
beziiglich dem Normalteiler, der aus der Einheitsmatrix I und —1I besteht). Diese Gruppe
wirkt auf der oberen Halbebene H durch Mobius-Transformation:

az+b
H
cz+d

Man rechnet leicht nach, dass die Bildung der inversen Abbildung dem Invertieren der
Matrix und die Verkniipfung der Multiplikation entspricht. Wir schreiben daher Az = 22+

cz+d’
a b
falls A = <C d) .
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Lemma 2.2 I" wird von den beiden Matrizen
11 0 —1
T_<0 1) und S_<1 0)
erzeugt. Jede Matrix A € I' kann in der Form

A=T"ST"S ... ST"*

mit ganzen Zahlen n; geschrieben werden.

Beweis: Da A und — A identifiziert werden, konnen wir uns auf Matrizen mit ¢ > 0 be-
schranken. Wir benutzen nun Induktion nach c.

Falls ¢ = 0, dann gilt ad = 1 und damit ¢ = d = +1, daher
(£ b\ (1 £b) 4
=0 4) = )=

Nun folgt der Induktionsschritt. Es sei ¢ > 0. Division mit Rest ergibt d = cq + r fiir
gewisse q,r € Z, wobei 0 < r < ¢. Dann gilt

g [a b 1 —q\ [(a —aq+b
AT _<c d)(O 1>_<c r
ga_ (0 —ag+Db\ (0 =1\ [(—ag+7r —a
AT S_<c r )(1 0) r —c)

Nach der Induktionsvoraussetzung kann diese Matrix durch 7" und S ausgedriickt werden,
und damit auch A. O

und weiter

Wir wollen also zeigen, dass die Funktionalgleichung (2.6) fiir beliebiges A = <Z Z) el

mit ¢ > 0 gilt. Zunéchst zeigen wir sie fiir den Spezialfall A = S:

Lemma 2.3 FirTr € H={r € C: Im7 > 0} gilt

1 .
n( =) = (in) (o). 27)
Beweis: Der hier gebrachte Beweis geht auf Siegel [26] zuriick. Wir beweisen die Gleichung
zunéchst fiir rein imaginéres 7 = 7y. Da beide Seiten analytisch auf ganz H sind, folgt die
Gleichheit dann aus der Eindeutigkeit der analytischen Fortsetzung. Die Gleichung ist in
diesem Fall dquivalent zu

. , 1
logn(i/y) —logn(iy) = 5 logy.
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Wir entwickeln die linke Seite in zwei Reihen:

. 7T X
logn(iy) = —1—?2/ + log H(l — e ) + Zlog e 2)
n=1
X _2rnmy —27my
_ T € __T_ €
12 ;mz:l m 12 mzl m(1 — e=2mmy)
Y zm: 1
D) 2mm
12 2= m(1 — ™)
Wir miissen also die Gleichung
= 1 = 1 s 1 1
_ _ ——]=—=1 2.8
Zm 1 — e?mmy) Zm (1—ezmm/y) 12 (y y) o &Y (2:8)
m=1 m=1

beweisen. Zu diesem Zweck betrachten wir fiir festes y > 0 die Funktion

1 N
F.(z) = ~% cot(miNz) cot 7ryz7

wobei N =n + % Diese Funktion integrieren wir entlang des Parallelogramms C, das die
Punkte ¥, ¢, —y, —i verbindet. Das Integral ist gleich 277 mal der Summe aus den Residuen

im Inneren von C. F), hat einfache Pole in z = % und 2z = % fir K = £1,4+2,...,+n.
Zudem gibt es einen Pol dritter Ordnung mit Residuum i(y — y ') /24 (ergibt sich einfach
aus der Reihenentwicklung des Cotangens) in 0. In z = @ ist das Residuum
1 ‘ mk
8k Y

Diese Funktion ist gerade in k. Daher gilt

n

Res F —QZ—C t@.

= ik/N
k;éo

Fiir den Cotangens schreiben wir

coti = —— =1 =—3—=—(1-
sin 76 et — ¢ e —1 4

cosi) e+ ¢’ e +1 1 2
< 1 629>

Dann ergibt sich
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Analog zeigt man

1
Res F,(z) = - SN S—
i C) = 2% ™ 2 2 kA = ey

k0

Daraus folgt, dass das Integral von F,(z) iiber C fiir n — oo der linken Seite der Gleichung
(2.8) entspricht. Zu zeigen bleibt noch

1
lim [ F,(2)dz= ~3 logy.

n—oo C

Der Grenzwert von zF,(z) fiir n — oo ist auf den Kanten zwischen y,i bzw. —y, —i (die
Ecken ausgenommen) gleich 5> auf den beiden anderen —%. Dies ergibt sich einfach aus
den bekannten Tatsachen, dass

nlmz—in Rez
E 5 Imz>0
cos(nz) ~ 9, i Re -

—nImz+in Rez
5 Imz<0

bzw.

—nImz+in Rez

Y Imz<0

,L'enlmzfinRez
sin(nz) ~ , :
2

und daher

nooo | —2 Imz >0
cot(nz) — < .
) Imz < 0.

Damit ist F,(z) fiir alle n gleichméBig beschrénkt auf C. Man kann daher Integral und
Grenzwert vertauschen und erhélt

dz

n—oo n—oQ

NS IRE
//dz

—logy + log(—i) + logi — log y)

lim [ F,(z) dz-/ lim 2F,(z )
c ¢

A~ = »-lkli—‘ OOI

[\')l»—\/\ /\ /\

logy,

womit alles bewiesen ist. O
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2.2 Eigenschaften von Dedekind-Summen

Schliefflich benétigen wir einige Eigenschaften der Dedekind-Summen

=S 2|2 -) 2o

r=1
bevor wir endgiiltig zum Beweis von Satz 2.1 iibergehen konnen. Wir fiihren dazu die

Schreibweise
{:E —|lz] -3 z¢Z

(@) =1, rel

ein. Diese Funktion ist offenbar periodisch und ungerade. Es gilt daher

> ((%)) — 0, falls (h, k) = 1.

r mod k

Damit folgt

S (ONE)- 2 -G - Z HE)

7 mo T mo T mo

Man kann daher die Dedekindsumme s(h, k) in der folgenden Weise schreiben:

= S (ONE) 2

r mod k

Diese Schreibweise zeigt, dass s(h, k) nur von der Kongruenzklasse von h modulo k£ abhéngt.
Lemma 2.4

1. Falls ¥’ = +£h mod k, dann ist s(h', k) = £s(h, k).

2. Falls hh = 41 mod k, dann ist s(h, k) = £s(h, k).

3. Falls b2 +1 = 0 mod k, dann ist s(h, k) = 0.

Beweis: Aus der Darstellung (2.10) sieht man sofort 1. und 2.: 1., weil ((z)) ungerade ist,
2., indem man r durch hr ersetzt (dabei wird wegen (h,k) = 1 ebenso ein vollstandiges
Restsystem durchlaufen). Schlieflich ergibt sich aus h? +1 = 0 mod k nach 2. s(h, k) =
—s(h,k) =0. O

Proposition 2.5 (Reziprozititsgesetz fiir Dedekind-Summen) Falls h, k£ > 0 und
(h,k) =1, dann gilt

12hks(h, k) + 12khs(k, h) = h* + k* — 3hk + 1.
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Beweis: Wir berechnen die Summe Zle((hr/ k))? auf zwei verschiedene Arten: zunichst

B (%) N (C3) R (1) RSl R

Andererseits gilt

> ()

r=

a-

-1

(-]~ by
(ol Lt o2

Z (hr VWJ_%)+;VZJQ J ) h2§r2+iril

Aus diesen beiden und der Definition der Dedekind-Summen ergibt sich

2hs(h, k) + kzl [%J ([%J n 1) h2k+ ! kzlﬁ — % S r. (2.11)
r=1 r=1 r=1

In der Summe auf der linken Seite betrachten wir all jene Terme, fiir die |2 | einen fixen
Wert hat. Wegen 0 < 7 < k gilt 0 < 2* < h und daher 0 < [%| < h — 1. Es sei nun N(v)

die Anzahl jener Indices r, fiir die |2 | = v — 1 gilt (1 < v < h). Wegen (h, k) = 1 und

0 <7 <k ist kein % ganzzahlig. Daher gilt

??‘ =
Il
,_. —

r=1

Rr=1 _, kv
h h

{%J:V—l = I/—1<%<I/ <~

und somit

N = {1 1<y <h-t
k-1 M0y —p

da %” fiir 0 < v < h nicht ganzzahlig ist. Es ergibt sich

> (5] +1) = - v

== 5] ) -
— S V%J (v—1v—-vv+1)+kh(h—1)—=h(h—1)

_ _QZVV%J +h(h—1)(k—1).

v=1
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Andererseits erhilt man aus der Definition von s(k, h)

2hs(k, h) ;u(k” { J——)——QZV{ J 2:;%—;1/ (2.12)

und damit

5 ) (L] 1) =it 2507 5o i e

Setzen wir dies in (2.11) ein, so erhalten wir nach Multiplikation mit 6k unter Verwendung
der bekannten Summenformeln genau das Reziprozitidtsgesetz. U

2.3 Beweis von Dedekinds Funktionalgleichung
Nun kénnen wir zum eigentlichen Beweis von Satz 2.1 kommen. Wir wollen
(A7) = e(A)(~i(er +d))*n(r) (2.13)

a b

fiir alle A = <C d) € I' mit ¢ > 0 zeigen, wobei

e(A) =exp (m’(al—;cd + s(—d, c)))

Fiir A = S wurde dies bereits in Lemma 2.3 gezeigt, und wegen (7 + m) = e™™/12y(7)
gilt sie auch fiir 7™S, was der Transformation 7 — m — % entspricht. Weiters wissen wir
auch schon, dass I von S und T erzeugt wird: jedes A € I' hat eine Darstellung

A=TmST™S ... ST"™.

Wir erhalten die Gleichung fiir beliebiges A in folgenden Schritten:

a b

1. Wenn A = (c d) € I' und ¢ > 0, dann gilt fiir alle m € Z

e(AT™) = e™m/2¢(A).

a b

2. Wenn A = (c d) € ' und ¢ > 0, dann gilt

-(AS) = e ™/e(A) d>0
) emie(A) d<0.
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3. Wenn (2.13) fiir ein A gilt, dann auch fiir AT™ und fiir AS.
Damit folgt dann (2.13) induktiv fiir alle A.

o m__ [(a by (1 m\ [(a am+b
Ad 1.: es ist AT _<c d) (O 1>_<c Cm+d>,also

e(AT™) = exp (m’(%gfd + s(—em — d, c)))

Da s(—d, ¢) aber nur von der Kongruenzklasse von d modulo ¢ abhingt, folgt 1.

Ad 2.: es ist AS = (‘é b) (0 _1> - (b _“>. Falls d > 0, wird AS durch (b _“>

d)\1 0 d —c d —c
reprisentiert, sonst durch :Z Z) Fiir d > 0 ergibt sich dann

b—c

124 +s(c,d))).

g(AS) = exp (m(
Aus dem Reziprozititsgesetz erhalten wir

_c n d 1 n 1
12d  12¢ 4 12cd’
Im letzten Bruch ersetzen wir den Zahler durch 1 = ad — bc und formen um zu

b—c a+d 1
124 + s(¢,d) =

Daraus ergibt sich sofort £(AS) = e™™/4¢(A). Fiir d < 0 verliuft der Beweis analog.

s(e,d) + s(d, )

Ad 3.: wir haben zu zeigen, dass aus

n(A7) = e(A)(—i(er + d)) (1) (2.14)
die Gleichungen
n(AT™"1) = e(AT™)(—i(cTr +d + mc))l/Qn(T) (2.15)
n(AST) = e(AS)(—i(dr — c))l/Qn(T) (d>0) (2.16)
n(AST) = e(AS)(—i(—dr + ¢))*n(7) (d < 0) (2.17)

folgen. Fiir die erste Gleichung setzen wir 77 fiir 7 in (2.14) ein und erhalten unter
Verwendung von 1.

n(AT™7) = e(A)(—i(cT™r + d))*n(T™T)
(A)(=i(er + me + d))Y2e™ ™2y (1)

= c(AT™)(—i(cT + d + me)) (7).

=£
=£

)(=
)(=
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Ersetzen wir ebenso 7 durch S7 in (2.14), dann ergibt sich fiir d > 0 (der andere Fall
verlduft wieder analog) unter Verwendung von 2.

NAST) = e(A) (=i~ = + d))"*n(ST)
= £(A)(=i(—= + ) 2(=ir) ()
= =(A)(~(dr = ) "/n(r)
= 2(A)e™ (—i(dr — )" n()
= £(48)(~i(dr — ) n(7).
womit der Beweis von Satz 2.1 vollstindig ist. U

2.4 Die Transformationsformel fiir die erzeugende Funk-
tion von p(n)

Proposition 2.6 Sei F/(z) wie zu Beginn des Kapitels die erzeugende Funktion der Par-
titionsfunktion p(n) und seien z, z’ gegeben durch

2mih 27rz) da— e (27riH 27r>
— —— ) und 2’ = ex - —
R P %)
wobei Re(z) > 0 und h, k, H ganze Zahlen mit £ > 0, (h,k) = 1 und hH = —1 mod k
sind. Dann gilt

zzexp(

1/2 7r T2
F(z) = 00 (2) (- JF(). 2.18
() =e o) o (5 19 ) F @) (2.18)
Beweis: Offenbar gilt F(e2™") = e™/12 /n(7). Aus der Funktionalgleichung fiir 7(7) ergibt

: e ! __ at+b
sich fiir 7/ = ey

und damit weiters

wi(r — 1')
12

F(e2™7) = F(e*™™ ) exp ( ) (—i(er + d))2 exp (m(“lgcd +s(—d, c))).

Wihlen wir nun @ = H, ¢ = k, d = —h, b = =28+ ynd 7 = ’”h , dann ergibt sich

k
s, —1 .
= % und damit

Pew (5 = 50)) = F (o (5 - )" o (g = g+ o).

Ersetzt man z durch %, so ergibt sich die Behauptung. U
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BEMERKUNG: Der aufwiindigste Teil hierbei ist die Identifizierung des Faktors w(h, k) =
e™("k) Durch den Zugang iiber elliptische Funktionen kommt man auch ohne die vorange-
gangenen Rechnungen bereits zu dem Schluss, dass dieser Faktor konstant sein muss (also

nicht von z abhéngt) und exp <7m'f{T_kh>w(h, k) stets eine 24-te Einheitswurzel ist. Rich-

mond und Szekeres [25] geben einen elementaren Beweis dafiir an, dass w(h, k) = e (h:+)
gilt, wobei nur verwendet wird, dass w(h, k) eine von h und k abhéngige Konstante ist.

2.5 Farey-Briiche und Ford-Kreise

Bevor wir zur Herleitung von Rademachers Formel kommen kénnen, muss noch der Integra-
tionspfad beschrieben werden, der dazu verwendet wird. Dieser greift auf die sogenannten
Ford-Kreise zuriick, die ihrerseits auf Farey-Briiche zuriickgehen:

Definition 2.2 Die Folge F;, der Farey-Briiche n-ter Ordnung ist die Menge der gekiirzten
Briiche im Intervall [0, 1] mit Nenner < n, in aufsteigender Reihenfolge angeschrieben.

. _ 11112 1231432253 45€6
BEISPIEL: F7 - (077aga 5143773959752 79 59397547576 7° )

Lemma 2.7 Fiir zwei verschiedene Briiche § < § (b,d > 0) liegt der Mediant 3= zwischen
den beiden Briichen.

Beweis:
a—+c

_|_

g_bc—ad>0 da+c_E_ad—bc<0
bbb+d) T b+d d_db+d)

=
S8

O

Proposition 2.8 Wenn zwei Briiche 0
1 erfiillen, dann sind sie fiir max(b, d)
in F,.

7 < 5 < 1 die unimodulare Bedingung bc —ad =

<2
<n < b+ d— 1 aufeinanderfolgende Farey-Briiche

Beweis: Aus be — ad folgt bereits, dass (a,b) = (¢,d) = 1, d.h. die Briiche sind bereits
gekiirzt. Da n > max(b, d), liegen beide Briiche in F,. Angenommen nun, es gibe einen
Bruch % mit Nenner < b+ d, der zwischen den beiden liegt. Dann gilt aber

k = (bc — ad)k = b(ck — dh) + d(bh — ak)

ck — dh und bh — ak sind ganze Zahlen, und wegen § < % < g beide positiv. Damit folgt
aber k > b+ d, ein Widerspruch. O

Lemma 2.9 Wenn zwei Briiche 0 < 7 < £ < 1 die unimodulare Bedingung bc — ad =1

erfiillen, dann erfiillen auch 2,2 bzw. %, diese Bedingung, wobei % = 2t¢ der Mediant

a h c
) bk d b+d
1st.
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Beweis: Es gilt
bh—ak =bla+c¢)—a(b+d) =bc—ad =1 und ck—dh = c¢(b+d) —d(a+c¢) = bc—ad = 1.
U

Satz 2.10 Jeder Bruch aus F, 1, der nicht bereits in F), liegt, ist Mediant zweier aufein-
anderfolgender Briiche aus F,. Zwei aufeinanderfolgende Briiche § < < in F, erfiillen die
unimodulare Figenschaft bc — ad = 1.

Beweis: Durch Induktion nach n. Fiir n = 1 ist die Aussage trivial. Sei % ein Bruch, der in
Fy41, aber nicht in F;, liegt, und zwischen zwei Briiche § < £ aus F,, eingefiigt wird. Nach
Induktionsvoraussetzung ist die unimodulare Eigenschaft bc — ad = 1 erfiillt, daher muss

nach Proposition 2.8 n + 1 > b+ d gelten.

Andererseits gilt fiir den Medianten X, dass b(a + ¢) —a(b+d) =1, also (a + ¢,b+d) =

b+d’

1, d.h. der Bruch ZTJFE ist gekiirzt und liegt somit in F}, ;. Da weiters nach Lemma 2.9
und Proposition 2.8 § und §F5 bzw. §7¢ und § in Fy 4 aufeinanderfolgen, muss h = s
gelten, d.h. % ist tatséchlich Mediant von ¢ und £. Nach Lemma 2.9 ist auch weiterhin die
unimodulare Eigenschaft fiir aufeinanderfolgende Briiche gewéhrleistet. ([

Nun sind wir bereit, Ford-Kreise einzufiihren:

Definition 2.3 Einem gekiirzten Bruch £ wird der Ford-Kreis C(h, k) zugeordnet, dessen
Mittelpunkt in der komplexen Ebene % + 2% und dessen Radius # ist.

Satz 2.11 Zwei Fordkreise C(a,b) und C(c,d) schneiden sich entweder gar nicht, oder sie
beriihren einander. Sie beriihren sich genau dann, wenn |bc—ad| = 1, wobei der Berihrpunkt
g‘é’j;‘i —|—ib2}rd2 1st. Insbesondere beriihren einander die Fordkreise, die aufeinanderfolgenden
Farey-Briichen zugeordnet sind.

Beweis: Der Abstand zwischen den beiden Mittelpunkten ist

Do)+ (o)

P (gptam) =(5-0) *(pap) (e +am)
(ad—bc)Q_lz-%

(ad lidbc)2 - lb
T R

Wir zeigen, dass dies > # + der Summe der beiden Radien, ist:

>0
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mit Gleichheit nur, wenn |bc — ad| = 1. Zu zeigen bleibt daher nur noch die Formel fiir
den Beriihrpunkt. Dazu geniigt der Nachweis, dass der Abstand vom Mittelpunkt § +i57
des einen Kreises zum angegebenen Punkt tatsédchlich gleich dem Kreisradius 22
Symmetriegriinden folgt dies auch fiir den zweiten Kreis):

_ 2 2
G-5ra) o) =Goa) * (wera)

77
5 1st (aus

B 4de2 (d2 _ 62)2
oAb (b2 + d2)2  AbA(B2 + d?)?
(b + d?)?

T AN (0 + &)

~ ()"
h

Korollar 2.12 Sind ’“ <z < ’” drei aufeinanderfolgende Fareybriiche, dann beriihrt
C(h, k) die Kreise C(hl, k1) und C(hg, k9) in den Punkten

@_ ky 4 1
ko kR R R R

O

ai(h, k) = (2.19)

bzw. h " .
hk)=— - ' .

k) = et Ve
Beweis: Durch Einsetzen in die Beriihrpunktformel aus Satz 2.11:

Wk + ik 1
k% + k? _FZkQ%—kf
h hk+hik h .1
PR R R R
b k(k—hk) 1
Tk
h
k

(2.20)

(&3] (h, k) =

+

KRR AR
B,
KK+ k) Rk

und analog fiir ay(h, k). O

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir den Rademacher-Pfad definieren, der im Beweis
von Rademachers Formel die Schliisselrolle spielt.

Definition 2.4 Sei N € N und Fly die Folge der Farey-Briiche N-ter Ordnung. Fiir drei
aufeinanderfolgende Farey-Briiche % < % < Z—; aus Fy wird der Ford-Kreis C(h, k) durch
die Beriihrpunkte «;(h, k) und as(h, k) in einen oberen und einen unteren Bogen geteilt.
Wir definieren nun die Kurve P(N) zwischen ¢ und i+1 als Vereinigung aller oberen Bogen,

die mit y(h, k) bezeichnet werden.
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BEISPIEL: Die Abbildung zeigt den Rademacher-Pfad P(3).

i i+1

0 13 12 23 1
Abbildung 2.1: Der Rademacher-Pfad P(3).

Lemma 2.13 Die Transformation 2z = —ik? (T — %) fithrt den Kreis C'(h, k) aus der 7-

Ebene in einen Kreis vom Radius 3 um § in der z-Ebene iiber. Die Beriihrpunkte o (h, k)
und ay(h, k) werden dabei in die Punkte

k2 kk;
h,k) = ' 2.21
z1(h k) TR T (2.21)

bzw. 2 "
z(h, k) = 2 (2.22)

TR R Rk
iibergefiihrt. Der obere Bogen zwischen «;(h, k) und as(h, k) geht dabei in jenen Bogen
iiber, der 0 nicht enthélt.

Beweis: Die Transformation besteht aus der Translation 7 +— 7 — %, die den Mittelpunkt
des Kreises C'(h, k) in den Punkt z# verschiebt, und der Multiplikation mit —ik?, die den
Radius um den Faktor k? auf % vergrofiert und gleichzeitig den Kreis um den Winkel 7 im
Uhrzeigersinn dreht. Damit ergibt sich der Kreis mit Radius % um den Punkt %, wobei der
Punkt # des unteren Bogens in 0 iibergeht. Die Ausdriicke fiir z;(h, k) und 2z5(h, k) ergeben
sich durch direktes Einsetzen. U

Lemma 2.14 Fiir die Punkte z;(h, k) und 23(h, k) aus dem vorigen Lemma gilt
k

|21(h, k)| = = und |z;(h, k)| =

k
N

(2.23)
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Zudem gilt fiir jeden Punkt z auf der Sehne zwischen z; (h, k) und z5(h, k) die Abschitzung

V2k

Die Lénge dieser Sehne ist < %
Beweis: Es gilt
K k2k?
|Zl (ha k) |2 = .

CEY AR RS

B k*(k* + k) B k?

(K24 kD2 k2 4k
woraus obige Formel folgt. Fiir 2, (h, k) priift man analog nach. Weiters gilt fiir jeden Punkt
z auf der Sehne zwischen zi(h, k) und 2y(h, k) jedenfalls |z| < max(z;(h, k), z2(h, k)). Es
geniigt daher, |z (h, k)| < % zu beweisen, fiir z9(h, k) ergibt sich die Abschitzung wieder
in analoger Weise.

Da % und % aufeinanderfolgende Farey-Briiche in Fly sind, liegt ihr Mediant nicht in Fly.
Daher muss k+k; > N gelten. Es folgt nach der Ungleichung zwischen dem arithmetischen

und dem quadratischen Mittel
2 2
[k2 + k2 Skthk - N
2 T2 2

ko ko
VEE+E T NNV2 N

Nach der Dreiecksungleichung ist schlielich die Linge der Sehne < |z;(h, k)| + |22(h, k)|
und damit < # U

und damit

|21(h, k)| =

2.6 Herleitung der Formel

Satz 2.15 (Rademachers Formel fiir die Partitionsfunktion) Die Partitionsfunkti-
on p(n) ist fir n > 1 durch die folgende Reihe gegeben:

Lo \/—d sinh(% %(n—;q))

wobei ‘ ‘
Ak(n): Z 6ms(h,k)—2mnh/k‘ (226)

0<h<k
(h,k)=1
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BEMERKUNG: Es gilt

g sinh (% %(n—;q)) 32 <7r Qn)

dn Vn—1/24 shnv3 UA\EV 3

weswegen der Term bei £ = 1 der Hauptterm der Asymptotik sein muss. Fiir £ = 1 ist

Ak(n) =1 und damit
(n) ~ exp(my/2n/3)
p 4\/57’1, 3

wie eingangs erwahnt wurde.

Beweis: Wir beginnen mit dem Integral (2.4):

1 F(x)
= — d
p(n) 2mi /c gt 07

C stellt eine noch festzulegende Kurve dar, die sich im Inneren der Kreisscheibe um 0 vom
Radius 1 befindet. Im Inneren dieser Kreisscheibe ist F'(z) = []>°_,(1 — 2™)~" holomorph.
Die Substitution z = €?>™" fiihrt diesen Kreis in den Streifen mit Realteil 0 < Re7 < 1 und
positivem Imaginirteil iiber. Wenn x entlang einem Kreis vom Radius e 2™ um 0 lduft,
dann lduft 7 genau entlang der Horizontalen zwischen 7 und 7 4+ 1. Diese wird durch den

Rademacherpfad P(N) ersetzt. Dann wird aus obiger Gleichung

i+1
p(n) — / F(627ri7)6—277m7 dr = / F(627ri7)6—277m7 dr. (227)
i P(N)

Dabei halten wir n fest und lassen N nach oo streben. Wir kénnen P(XN) als Vereinigung
der Bogen 7y (h, k) schreiben, womit sich fiir das Integral

/P(N) - XN: Z [y(h,k)

k=1 0<h<k
(h,k)=1

ergibt. Fiir die Doppelsumme wird im Weiteren nur Zh’k geschrieben. Fiir jeden der Bégen

fithren wir die Substitution z = —ik? (7’ — %) bzw. T = % + % durch. Nach Lemma 2.13

fiihrt diese den Fordkreis C(h, k) in einen Kreis mit Mittelpunkt 3 und Radius 3 iiber.
Der Bogen v(h, k) wird dabei in den Bogen zwischen den Punkten z;(h, k) und zy(h, k)
tibergefiihrt, wobei z;(h, k) und 23(h, k) in Lemma 2.13 gegeben sind. Wir haben daher

#2(hk) 2mih 272\ i o .
p(n) — Z/ - F(exp < p _ ?)) pe 27rznh/ke27rnz/k dz
z1(h,

. z2(h,k)
— § :Z'k726727r1nh/k /
h,k z

eQW”Z/k;)F(exp (2Mh — %—Z)) dz. (2.28)

1 (hak) k k?
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Nun verwenden wir die Transformationsformel fiir F'(x) aus Proposition 2.6:

P(z) = w(h, k)(%)l/2 exp (2~ 22 PG,

12z 12k?
wobei
2mih 27z , 2miH 27

e () i o ()

und w(h, k) = ™"k sowie hH = —1mod k. Wir bezeichnen den elementaren Faktor
2172 exp (12Z 17522) mit Uy (2) und spalten das Integral via F'(z') = 14 (F(2') —1) in zwei

Teile auf. Wir erhalten zunéchst

p(n) = ik Pw(h, k)e ™M (I (h, k) + I(h, k), (2.29)

hk

wobei I;(h, k) und I5(h, k) die beiden Teile des Integrals bezeichnet:

2(hok) .
L (h, ) = / Uy ()62 i)
z1(h,k)

rtht) = [ e (p (o (- 25)) 1)

z1(h,k) z

Es stellt sich heraus, dass I(h, k) fiir grofies N klein und daher vernachlissigbar ist. Wir
konnen hierfiir als Integrationspfad die Sehne zwischen z1(h, k) und z5(h, k) verwenden,
deren Linge in Lemma 2.14 mit 21/2k/N von oben abgeschiitzt wurde. Fiir jeden Punkt
dieser Sehne gilt nach demselben Lemma |z| < v/2k/N. Weiters wird der Kreis um % mit
Radius 1 durch die Abbildung w = £ auf die Halbebene Re(w) > 1 abgebildet. Daher gilt
auf der Sehne 0 < Re(z) < 1 und Re(1/z) > 1. Der Integrand entlang der Sehne kann
somit wie folgt abgeschétzt werden:

i (52 )
1

z
o 1.1/2 m 2mn Re(z) /k?
= |z]"/“ exp Re - Re(2)) - e

12k2
< |Z|1/2 exp ( Re 1)) 27/ k2 Zp 727rmRe (1/2)
z

Z p(m)e%riHm/kefQﬂm/z

< |2]1/2e2m Zp o~ 2n(m—1/24) Re(1/2)

< |Z|1/2 21 Zp 2m(m—1/24)

= ¢|z|'/2,
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wobei

o2 Zp 727r (m—1/24) _ 627rn+7r/12(F(€727r) _ 1) < 00

nur von n, nicht aber von N oder z abhingt. Daher ist der Integrand auf der Sehne
zwischen z(h, k) und zy(h, k) durch c|z|'/? < ¢(v/2k/N)Y/? = 2'/4(k/N)"/? beschrinkt.
Da die Linge des Weges < 2v/2k/N ist, gilt insgesamt

|Iy(h, k)| < Ck32N -3/

fiir eine gewisse Konstante C' und damit

‘Zlk 5/2 (h k) 727rznh/kl h k ‘ Z Z Ck~'N— 3/2
h,k

k=1 0<h<k
(h,k):l

N
< ON732 Z 1=CN~'/2,
k=1
Wir konnen daher auch

p(n) = Z ik=5%w(h, k)e™2™mh/R L (b k) + O(N7Y?) (2.30)
hok

schreiben. Um I (h, k) berechnen zu kénnen, dehnen wir den Integrationsbereich vom Bo-
gen zwischen z;(h, k) und z5(h, k) auf den ganzen Kreis aus und zeigen, dass wieder nur
ein Fehlerterm von O(N~'/2) auftritt:

z2(h,k) z1(h.k) 0
/;ﬂh,k) B /I‘(() /U Lg(h,k)

wobei fK(_) Integration in negativer Richtung iiber den Kreis K bedeutet. Sei J; das Inte-
gral {iber den Bogen zwischen 0 und z;(h, k). Die Linge dieses Bogens ist < 7|z (h, k)| <
7v2k/N, und auf dem Bogen gilt |z| < |z1(h, k)| < v2k/N. Da weiters auf ganz K
0 < Re(z) <1 und Re(1/2) =1 gilt, folgt fiir den Integranden

2™ 91/4L1/2 /12

12k2 Re(z )> = N1/2

1
] 2mnz/k?| _ _2nanRe(z)/k?|1/2 <7T R. <_)
| Wy (2)e |=¢e ||/ < exp 5 Re -
und damit |J;| < C1k*2N~3/2 wobei C, eine Konstante ist, die wiederum nur von n
abhingt. Analog zeigt man |J;| < Cyk??N~3/2 fiir das Integral iiber den Bogen zwischen
29(h, k) und 0. Wie in der Abschétzung fiir I erhdlt man durch das Aufsummieren {iber
alle h, k einen Fehlerterm der Ordnung O(N~'/2). Damit ergibt sich

p(n) =) ik *w(h, kje stk / Wy ()62 dy 4 O(N-1/2),
Bk K(-)
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Lassen wir nun N nach oo streben, so erhalten wir

oo

p(n) = iZAk(n)k5/2/ 22 exp (17;—2 + 22—;( — i)) dz, (2.31)

k=1 K(=)

wobei

— § : eﬂ'is(h,k)f27rinh/k

0<h<k
(h,k)=1

Es bleibt lediglich die Berechnung des Integrals iibrig, wobei nunmehr aber iiber eine

elementare Funktion integriert wird. Zuniichst wird vermittels der Substitution w = 1

(dw = —w?dz) der Kreis K in die Gerade {1 + it : ¢ € R} iibergefiihrt, womit sich ’

S 1+i00
2 1
n) = —i;Ak(n)kE’/Q /1_ioo w? exp (Tw k;r (n 24)) dw (2.32)
ergibt. Die weitere Substitution ¢ = 75 macht daraus

2

p(n) = ()3/22Ak 52 m/ccj:ot_5/2exp(t—|—@< o))t (23)

wobei ¢ = m/12. Dieses Integral zeigt eine Darstellungsform fiir die Bessel-Funktion erster
Art (siehe [38]): diese ist definiert als

0 1 ~/9 v+2m
z:: gn'F (v +/m)+ 1) (2:34)

m=0

Setzt man fiir die Gamma-Funktion das bekannte Integral

1 1 c+100
Fv+m+1) 270 Jo_in

(wobei ¢ > 0 ist) ein, so erhélt man

o) = LS [ GG

21 oo m!

_ ey /°° S Uy

2T Jemico S m!
2 v c+100 o0 1 2\ m
_ (z/ ) / t—u—letz_<_z_) dt
210 o ioo — m! 4t

= (2/2?V /CHOO t " Lexp (t — Z—2> dt,

2m1 —ico 4t
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und daher folgt mit I,(z) = i7" J,(iz)

2 v c+100 )
L(2) = (2/2) / tvTlel A gy (2.35)

211

1/2
falls ¢, Re(v) > 0. Setzt man z = 2(% (n - i)) und v = 3/2, so ergibt sich genau

~3/4

- . _5/27r3/2(n—21—4 T /2 1
p(n) —27T<ﬁ) ,;Ak(n)k 6-3/1)—3/2 I3/2<E §<"_ ﬂ))

—27r<n_i>_3/40014 L (T )2 ! 2.36
= — g AR (5 (n - 5))- @239

Verwendet man schliefilich noch, dass sich die Besselfunktion .J, fiir Werte von der Form
v =1+1/2 (I € Z) durch elementare Funktionen darstellen lisst, und zwar hier insbesondere

B . B o ,L'3/2 /9 2m+3/2
Tojal2) = i Ty aiz) =772 mir((£1)+5/2)

m=0
(2/2)2m+3/2

m!T(1/2)2-m2(2m + 3)!!
i (m + 1)!(z/2)?m+3/2

ml2—2m=3(2m + 3)!

i (2m + 2)z%m+1

(2m + 3)!

2z d (sin;Z)’

z

1 [o.0]
p(n) = w—ﬂ;Ak(n)ﬂ% . (2.37)
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BEMERKUNG: Eine dhnliche Formel wurde von Hua [12] fiir die Anzahl der Partitionen
von n in lauter ungleiche Teile gefunden. Bezeichne ¢(n) diese Anzahl, dann gilt

IS d v 1 1
= S5 2 Baat) g b(Grgy5(n+50) | 2.38
(J(n) ‘/ikz:; 2k 1(n)dn(0 % —1V3 n+24 ( )
wobei
Bk(n) — Z em(s(h:k)—S(Qh,k))—%rinh/k
0<h<k
(h,k)=1

und Jy wieder die Besselfunktion (0-ter Ordnung) bezeichnet. Der Hauptterm ist hier

q(n) ~ exp(ry/n/5)

P (2.39)

Die folgende Tabelle zeigt einige Werte von p(n) und ¢(n). p(n) ist Folge Nr. A000041 in
“Sloanes On-Line Encyclopedia of Integer Sequences” [27], ¢(n) Folge Nr. A000009.

n p(n) q(n)
1 1 1
2 2 1
3 3 2
4 5 2
5 7 3
6 11 4
7 15 5
8 22 6
9 30 8
10 42 10
20 627 64
50 204226 3658
100 190569292 444793
1000 | 24061467864032622473692149727991 | 8635565795744155161506
10000 3.6167251325636292 - 10'% 1.1226065745480385 - 1075
100000 2.749351056977570 - 10346 4.2494159403332316 - 10%

Tabelle 2.1: Einige Werte von p(n) und ¢(n).



Kapitel 3

Verteilung von Partitionen nach
Linge und Maximum

1941 untersuchten Erdds und Lehner [3] erstmals die Verteilung von Partitionen einer
natiirlichen Zahl n nach ihrer Linge. Sie konnten beweisen, dass fiir k = 5-\/nlogn+z/n
(wobei ¢ = %; diese Konstante wird im Folgenden von groler Bedeutung sein) gilt:

lim P(n, k)
n— 00 p(n)

= exp ( - %e‘c‘”). (3.1)

Die Funktion auf der rechten Seite erfiillt alle Voraussetzungen einer Verteilungsfunktion:
sie ist positiv und streng monoton, und sie strebt fiir # — oo nach 1 sowie fiir + — —oc
nach 0. Dieses Resultat bedeutet auch, dass fiir eine beliebige Funktion w(n), die mit n
nach oo strebt, fast alle Partitionen von n im Intervall o-\/nlogn & w(n)y/n liegen.

Szekeres verfeinerte die Ergebnisse von Erdos und Lehner in mehreren Arbeiten [28, 29, 31]
und bestimmte auch eine Asymptotik fiir den Fall, dass Lange und Maximum gleichzeitig
eingeschrinkt werden. Dieser Satz soll das Hauptthema dieses Kapitels bilden. Andere
Partitionsstatistiken, wie z.B. die kleinste Liicke oder der gréfite mehrfach vorkommende
Teil wurden von Grabner und Knopfmacher in [6] behandelt.

nl/4
logn’

Satz 3.1 (Szekeres [31]) Es sei A = 5L und = 5. Falls (7 +¢)logn < A\, pu <
dann gilt

(k1) ~ p(yexp (— (34 ) = (e 4 o) = Y2 g o)

4c
Vn V()

2,2\ 2 -2
—E((Ajtl) e 4+ (u+1)% “)+Te

n _ 1 _ -
— 2—\/0;()\ +1)(p+ 1)e” O 4 @)\,u(e Ate “)) (3.2)

Zum Beweis bendtigen wir als wichtiges Hilfsmittel die Euler-Maclaurinsche Summenfor-
mel:

35
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Lemma 3.2 (Euler-Maclaurinsche Summenformel) Seien a,b,m € N mit a < b und
f auf einer Obermenge von [a, b] m-mal differenzierbar, dann gilt

Z f(k) = /abf(x) dx + (é%f(j—l)(x))

a<k<b

Ly [P B o i, (3

a nﬂ

wobei B; die Bernoulli-Zahlen und B;(z) = Y27, (7) B;z"~* die Bernoulli-Polynome sind.

Zum Beweis siehe z.B. [9], S.506 ff. Weiters werden die folgenden Integrale gebraucht:

Lemma 3.3

00 WQ
/0 —log(l—e*)du= 5= 2, (3.4)
oo 2
/0 euu_ 1 du = % =, (3.5)
00 u2€u WQ )

Beweis: Man entwickelt die Integrale jeweils in Reihen und integriert gliedweise. Auf [¢, 00)
ist dies jedenfalls moglich, da dort die Reihen durch geometrische Reihen abgeschétzt
werden konnen und daher sogar gleichméfiige Konvergenz vorliegt. Anschlieflend ldsst man
e gegen 0 streben.

o0 oo 1
—log(l —e ™™ du:/ —e "*du
| —tost—e = | S5
1

O

Das folgende Lemma liefert Information iiber die Funktion L(z) := [ —t= dt, die ebenfalls
eine Rolle im Beweis von Satz 3.1 spielen wird.
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Lemma 3.4 1
L(z)=(1+xz)e * + Z(l +22)e %" + O(we™>") (3.7)

fiir x — oc.

Beweis: Wir entwickeln wieder in eine Potenzreihe und integrieren gliedweise:

O
Nun folgen noch zwei Lemmata iiber die Asymptotik gewisser Summenausdriicke:
Lemma 3.5 Es strebe § nach 0 und Sk nach co. Dann gilt
1.
— a1 ary 1 B
— Zlog(l —e P =— — —L(Bk) — klog(l — e ") + = log (—) +o(1), (3.8)
< g B 2 27
7=1
2. .
- , )
i C 1 1 -1
. =— — =L(fk) — — 3.9
jz; 6'8‘7 _ 1 /82 52 (ﬁ ) 25 + O(/B )i ( )
3. o
— 2,687 9 2
= ) (3.10)

wobei ¢ = %.

Beweis: Alle drei folgen aus der Euler-Maclaurinschen Summenformel (Lemma 3.2), wobei
die uneigentlichen Integrale aus Lemma 3.3 einflielen. Dariiber hinaus wird die Produkt-
regel verwendet, um das Integral [log(1 — e™#*) dx zu behandeln.
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k
. 1 k N 1,1 8 B
/0 BT om0t g) TR\ T o1 T 2

_/Ok Bz({x})<( e’ 1)d;c—logl

2 efr—1)2 22 B

— k(loghk — 1) — /0 log(1 — e=P7) — %(logk —log B+ o(1)) + o(1)

oo 2,82
vo( [ (e 2) )

k
= k(logk — 1) — klog(1 — e™#%) +/ bz dr — %(logk —log 5+ o(1))
0

ebr — 1
+0(1)+O(5/OOO (ﬁ—%) du)

1 [Pk
= k(logk — 1) — klog(1 — e P¥) + 5/
0

u

et —1

du + %log (%) +o(1)

l(02 — L(Bk)) + %log (é) + o(1).

= k(logk — 1) —klog(l—efﬁk)%—ﬁ ?

Aus der Stirlingschen Formel erhélt man

k=1
27 1 27
. o k_—k o(1) . -
JEZI logj =log(k — 1)! = log (k e \/—ke ) = klogk k+210g (_k) +o(1)

und damit

k-1 k-1 j k-1

— _ e By = _ ;
> tog(1— ) = 3 log 1L = Y log
Jj=1 Jj=1 j=1

(&

= k(logk — 1) — klog(1 — e %) + %(62 — L(Bk)) + %log (%)

1 2m
— klogk +k — §log (?) +o(1)

= %(c2 — L(Bk)) — klog(1 — e™Pk) + %log (%) +o(1).
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Somit ist 1. bewiesen. 2. folgt ebenso:

k—1 j k—1 j 1
ePi —1 :Zeﬂf—l_ﬁ
j=1 7=0

k k
T 1/ k 1 1/ —1+eP51—-8k) 1
_/0 eﬁ"”—ldw—§<eﬁk—1_g)+ﬁ< (efk —1)2 +§)

~ /’“ By({e}) pe* (2 + fr e (fr—2)) 1
0 2 (efr —1)? B
Y A" 1 . > B (2 + Br + P (Bx — 2))
_@/0 eu_ldu—%%—o(ﬁ 1)+O</0 (7 — 1) dx)
1 1 ~ e (2+u+e(u—2))
— @—@L(ﬁk)—%jto(ﬁ 1)+0(/0 @ 1) du)
1 Logk) L .
— 5~ L (6k) = 55+ 057
Schliefllich ergibt auch auch 3. in gleicher Weise:
e R =y L 1
L {i—p LT P
B ko p2ebe 1 k2ePk 1
o e L (e )
k zeP(2 + B + P (Bx — 2)) 1
—I—/O B, ({z}) 1= oy dx — 7

1 PR e ~ > xeP*(2 + B + % (Bx — 2))

_EA mdu+0(ﬁ 2)+O(/0 (1= cie)s dx)

_2¢ _ o [ ue(2+u+ e (u—2))

= S +ol8 3)+O<ﬁ 2/0 oy du)

2
= 25% +0(57)

Lemma 3.6 Es strebe  nach 0 und Sk, 5l nach co. Dann gilt
1.
k+1—2 !

- 2; log(1 — e #) = Z(L(80) ~ L(3(k +1))

— (k4D log(1 — e P*D) 4 1log(1 — e P + o(1), (3.11)
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k+1-2

> = (200 - 230+ 1) + (57 (3.12)

k+l-2 .9 g,
j2ePi

> (f::ﬁﬂgzzcmﬁ—%. (3.13)

j=l

Beweis: Wir verwenden wiederum die Euler-Maclaurinsche Summenformel und werten das
Integral wie in 1. des vorigen Lemmas aus:

k+1-2 k+1-1

- Z log(1 — e™P Z log(1 — e™%7) + log(1 — e P+=1)
j=l

k-i—l 1
= —/ log(1 — e ) da — 5( —log(1 — e P#+D) £ log(l — e ))
!

p Bkl
— dx + log(1 — e PkH=1)

v [ Bt

—B(k+1) ol M Ba
—(k+1)log(1 — )+ llog(l —e ™) + dzx
I

+o(1) + O(/lkH : —iﬂ“" dx)

1 Bk,
—(k+ 1) log(1 — e PEHDY 4 1log(1 — e P) + —/ du
ﬁ 8l e —1
Blk+l)
+0(1)+O</ﬁz l—e“du)
—(k + 1) log(1 — e PE+DY 4 Tlog(1 — e P

1
n E(L(ﬁl) — L(B(k+ l))) +o(1),

Dasselbe gilt fiir 2.:

k—+1—2 . B k+1—1 . k + -1
Z; eﬂ] _ 1 Z eﬁ] eﬂ (k+1-1) _ 1
J= Jj=l

/kH x 1 k41 l
e )
, efr—1 2\eflhtl) — 1 efl —1

k+1 —1+ (1 — Bx) kE+1—-1
+/l Bi({z}) (651 —1)2 dz — eBk+l-1) _ 1
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1 ﬁ(kJrl) U B
:ﬁ/ﬁ\l eu_]_du+0(/8 1)

+O</lk+l ) dz)

(eﬂm _ 1)2
- %(L(ﬁl) — L(B(k + l))) +o(f7)
. B(k+1) —1+ eu(l _ u)
O A
_ %(L(ﬁl) ~ LBk +1))) +o(67).

Fiir 3. bemerken wir nur

k+l=2 .9 g; k+1—2 2,8z

> Lo / )
=l ! (1 —ef7)
Bk+1-2)

= 0(5_3 /ﬁl 7(111661;)2 du)
=o(87).

Beweis von Satz 3.1: Wir verwenden die erzeugende Funktion aus Lemma 1.5. Wir wissen
also, dass

ip(n ko™ = g* ]ﬁ ﬂ (3.14)
n=0 o m=1 (1 N Im)
Daher erhalten wir nach der Cauchy’schen Integralformel
1 k—1 k2 ‘
p(n, k1) = 9 /c T2 oxp ( - ;log(l —2))+ ; log(1 — zj)) dz, (3.15)

wobei C eine geeignete Kurve um 0 ist. Dieses Integral schitzen wir mit Hilfe der Sattel-
punktsmethode ab: wir schreiben

k-1 k-+1—2
A Lexp ( - Zlog(l — 20+ Z log(1 — zj)) = expg(2), (3.16)
7=1

J=l
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wobei g(z) = — Zf;ll log(1—27) +Zk+l *log(1—27) 4 (k+1—n—1)log z. Die Ableitungen
von ¢ sind

k—1 1 k+172.‘_1
, G2~ g2 n—k—1+1
g(z)_21—zﬂ_21—zj_ z

]=1

k+l2.

' n—k—1+1
_Zzzﬂ—l Zzzj—l 2 ’

j=l

):Zj (I+(G-1 z—')_’“*zl:Qj(H(j—nz—f)+n—k—z+1

i —1)2 - 22(27 —1)2 52

= 22(1—279)  22(1 — z79)2 P 22(1—279)  22(1 — z79)2 22 ’
7 ij—% (14 27) +3j(=1427) +2(-1+ 27)?)
23(277 = 1)3

23(277 —1)3 23

_ Z 272 (5214 27) + 35(—1 4+ 27) + 2(—1 + 27)?) 2n—k—1+1)

Sei nun zy = e~” der Sattelpunkt, der somit die Bedingung

1 bz
1 —B\ __ . _ 1.
g(e )—0<:>z;eﬁj_1 Zeﬂj—l_n k—1+1
J:

J=l

erfiillen muss. Es ergibt sich

0 T 1 o0 U 2
dr = — d——N
/0 epr — 1Y 52/0 et —1 32 "

und daher § ~ ﬁ bzw. genauer nach Lemma 3.5 und Lemma 3.6 (aufgrund der Vorausset-

zungen iiber k und [ sind die Bedingungen zur Anwendung dieser Lemmata gewé&hrleistet)

2 1 1 -1y _
G = B0 = 55+ 0(57) = 55 (L) ~ LBk + 1)) +o(5™) =n—k =141 (317
oder 1 1
@(8 ~ L(Bk) — L(BI) +L(6(k+l))) =n—k=l+ 55+ o(vi)

und somit

-1

= (- ) (- () + L)+ GLBGEFD)) +o(va). (318)
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Nun verwendet man
Tatsachen

kU= o(n™*) , L(BK), L(BL) = O(n Y**%) | L(B(k +1)) = O(n V/2+),

wobei § > 0 beliebig ist. Entwickelt man (3.18) nach n und setzt A = \/— und p = \/— ein,
so ergibt sich damit

2‘%” ~ ﬁ und die aus den Voraussetzungen iiber k£ und [ folgenden

L= DOk g+ L) + L0 — LB+ D)
+ 2 L(BK) + LAY — 15+ 1) (L(BK) + L(B1) + (1) (3.19)
oder durch Umformung
B - ﬁ( (8K) + L(5D) + 5+ O log? ). (3.20)

Unter Verwendung von Lemma 3.5 und Lemma 3.6 erhilt man fiir den Sattelpunkt

k+1-2

k—1

—Zlog(l — e Piy 4 Z log(1—e ™)+ (n—k—-1+1)8
= =

2

¢ B
B

2m

% (Bk) — klog(1 — e PF) + ;log< ) +o(1)
%( (81) — L(B(k + 1)) + (k -+ 1) log(1 — e~ "¢+) — 1og(1 — =) + o(1)
+(n—k—-141)p.

Wir multiplizieren Gleichung (3.17) mit 3, um fiir (n—k — [+ 1) einen anderen Ausdruck
zu erhalten, und setzen diesen dann ein:

g ?) = % ~ 2(H8K) + L) ~ LB+ 1) — Klog(1 — )
1 B

1
—log(1 — ey + (k + 1) log(1 — e Py — 573 log (2 ) +o(1). (3.21)

Aus den Voraussetzungen iiber £ und /, Lemma 3.4 sowie dem Ausdruck (3.20) erhalten
wir der Reihe nach

A A
kB =\— —((/\ + e+ (u+ 1)6‘“) + 2C\/ﬁ(A + 1) + O(An~ 2 log? n),
ek = e RP = e_)‘<1 +A—kB+O((N— kﬁ)Q))
e e
_ = -2 -\ 2 -\, —1/271. 2
et 53 ((A+ De™ 4+ (p+1)e ) QCﬁ(A+M) +O(Ne*n"'*log” n),
AeA ANpe ™ 1+2)\
_ - X —u\ —2) ~1/2
L(Bk)=(A+1)e "+ 5. (()\+1)e +(p+1)e ) 2 t— +o(n'7?).
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Analog erhélt man auch L(5l) und daher

1 _ _
5 2()\26 At e "))

1 1
A e + 1(6_2/\ +e ) + 5()\6_2’\ + pe” ) 4 o(n_l/Q),

L(Bk) + L(pl) = ((/\ + 1)+ (u+ 1)6—“) (1 +
Ap
20\/_(

und schlieilich noch
LBk +1) = A+ p+ e +o(n™'2).

Setzt man all dies sowie % aus Gleichung (3.19) ein, und verwendet man

—klog(l — e™P%) = ke Pk 4 ge_%k + o(1),
—llog(1 — e™Pk) = le7Pl 4 ée—%l + o(1),
—(k + 1) log(1 — e PEADY = (k4 1)e PEHD 4 o(1),

so erhilt man aus (3.21)

g(e™®) =2¢v/n — (N + p) — (™ +e™) — @(6_2’\ + e

Vn
c 4c
Vvn \/_ —(A+p)
c

— YR+ 1% 4 (1)) 4+

4¢3
\/_ —(A+p) 1 -2 -
—2—C3(A+ D(p+ 1)eAF# +2—Cz)\u(e +e M)+

1. p
3 log Y o(1). (3.22)

Mit der zweiten Ableitung wird nun ebenso verfahren:

k—1 k—1 2_1_3

e —p

€)= T Py T
J*l J=1
k+1—-2 . /3 k+1—-2 j26(2+j)’3

28
_Z 1—651 Z(l—eﬁj)2+(n_k_l+l)e

J=l
2

= (057 + 55+ o(57%) + o(37) + 0(57) + O(w)

= (1+0(0) (%5 +o(57) +0(n)

= 2713/2 + o(n’?).
c
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Schliefllich ergibt sich fiir die dritte Ableitung

k—1 ]62,3‘7‘?3,3(]2(1_'_6*/3])+3](_1+6*ﬂj)+2(_1+67ﬁ])2)

my _—pB\ __
9" (e )—'1 (ef7 —1)3
]:
k=2 . ops . B - —Bj —Bj
B Z GeXit3B(52(1 4 e P7) + 3j(—1 + e P) + 2(=1 + e F9)?) o — k=14 1)

(% =1y

Der Zihler kann leicht abgeschiitzt werden, indem man 1 > e=# > 0 verwendet:
=3 < (1 +e ) +3j(—14 e ) +2(—1 4+ e P7)? <25 4+ 2 < 452,
Es folgt

iy 4j3€2ﬁj+3ﬂ
me _—p 2 :

+ O(n)

83ﬁ/°° T e+ Om)
~ o€ — 5 al n
. @1y

8 38 o0 3 ,2u
=S ), o
=0(87") = 0(n*)

und daher ,
9" (20)
2

Wir wihlen nun C = {2 | — 7 < ¢ < 7}. Dann ergibt sich

1 exp g(z
p(n;k;l)z%/ciz()dz

1 " it
i dt.
2T /ﬂ xp g(zoe )

9(2) = g(20) + (z— 20)> + O(n*(2 — 20)?).

Fiir —n =7 <t < n /7 gilt 2 — 2y = 2(it + O(t?)) = (1 + O(n~Y2))(it + O(n~1/7)) =
it +O(n~'"/1) und damit

"
z
9(2) = g(20) — %ﬁ +O(n~'7). (3.23)
Daher ist ein Teil des Integrals

1 n75/7 1 n75/7 ”( )

: o (o)
o exp g(zpe") dt = —(expg(zo))(1+0(n1/7))/ R,
2 _p—5/7 2w —_p—5/7
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wobei

e 4 (zo) e 9" 0), —5/7
e Pt < e 2 e
n—>5/7 n—5/7

11/14

= /oo exp ( - (n + O(n“/“‘))t) dt ~ en~11/14gmgn/ Mot/
n—5/7 C

und daher

—5/7

n " e 9] 7 (S8 "
_97(20) 42 _9°(20) 42 _ 9 (20) 42
/ e 2tdt:/e 2tdt—2/ e 2 U dt
_n—58/7 — o0 n—5/7

2m
=\ (Zo) +0(1)

32
Fiir diesen Teil des Integrals erhalten wir somit
—5/7

1 [ - c 1

1t
o 7n75/7eXP9(Zoe Vdt ~ [ s exp9(20) = 5y VI exp g(2o). (3.24)

Der Rest des Integrals ist vernachléssigbar: dies wird gezeigt, indem wir zunéichst beweisen,

dass ge(QN(ZOi)t) fiir n=°/7 < |t| < 7 schneller als jede Potenz von n wichst. Es gilt
e zZne
B 1— zj e”J 1— ZU
eg Zert ‘ H ‘ H Z 6zt]

H * (1= 20 cos t])) — iz sin(tj)? _’fﬁg
N - 7

1 - =)

(1 — 2 cos(tf)) — izg sin(t])[?

i=l

_ H (1 — 2] cos( tj))2 + () sin(t))? ’“ﬁz (1— 2)?

(-7 L 0 cost) + (o) ?
_ ]ﬁ 1—22] cos(tg) + 257 . kil—F (1 — 22 |
e (1—23)2 i 1- 22 cos(t]) + 2’
g k42 Ny g
_ H( cos(tj))zé> _ h (1+ 2(1 — cos(ty))zé)l
)2 ‘ (1— )2
0 j=l 0
‘ k12 .
> H <1 +220(1 - cos(tj))) . H (1 + M(1 - cos(tj))zé)
NN j=l
k-2

> TI (1m0 —cos(ti) - TT (14 M0 —cos(einal)

VA<j<2y/m j=l
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. . . . . . . 2 _
wobei m, M von n unabhingige Konstanten sind, denn einerseits ist zo‘/ﬁ = e 2cto(l) =

O(1), andererseits gilt 24 < e 38" = n=1/4 da | > L\/nlogn.

Fiir n=%/7 < |t| < 50 giltn =314 < tj| < 7 fiir /n < j < 2y/n. Wir verwenden nun die
Ungleichung %- > >1—cosu> 2“2 , die fiir 0 < u <« gilt. Aus ihr folgt

I1 (1 +m(l - cos(tj))) > ] (1 + Clt2j2) > (14 Cy#2n) Vo)
Vvn<j<2yvn Vvn<j<2vn

fiir eine gewisse Konstante C';. Es gibt weiters eine Konstante K, fiir die die Ungleichung
1+ u > ef% erfiillt ist, falls 0 < u < Cy7?/4. Da Cit*n < Cy7? /4 gilt, folgt damit

H (1 + m(l — COS(tj))) > eCth2”3/2+O(t2n) > 602t2n3/2
Vn<j<2v/n

fiir eine Konstante C,. Andererseits ist

k+1-2 Ly k=2 L
H <1 +M(1-— Cos(tj))z{]) > H <1 + Cit?5° zé) :
Jj=l 7=l

und da j z = j2e P fiir j > % monoton fillt, folgt

2,0 < 1’2} < -nlog’ n(n=* + o(n~'/*)) = O(n®*log’n)  falls j < 5-\/nlogn,
S m=nlog® n(n='2 + o(n™'/?)) = O(y/nlog? n) andernfalls,

und damit schlussendlich
k412 N
H (1 + M(1 - cos(tj))zé) > (1 + t20(n*/*log? n))

j=l

‘fc\/ﬁlogn< —k

1+ 120(v/nlog® n))

> exp ( — 120(n**log?n) - i\/ﬁlogn)
- exp ( —t20(y/nlog* n) - %n3/4/ log n)
= exp(—t20(n**log® n)).
D.h., im Fall n=5/7 < |t < 57~ haben wir

69(20) —2t2(n3/2+0(n5/410g3n)) 2 6%( 1/14-1—0( ))’ (325)

eg(ZOQit)

was tatsdchlich schneller als jede Potenz von n wichst.

Fiir < |t] < 7 bestimmen wir

v <
‘{\/ﬁ < j<2vn:|tj — 2kn| < n V2 fiir ein k € Z}|.
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Fiir £ kommen nur hchstens @—H verschiedene Werte in Frage, da |t|\/n < |tj| < 2|t|v/n
gilt. Zu jedem k € N wiederum konnen hochstens 2"7‘;'/12 + 1 verschiedene Werte von j

gehdren. Daher ist die Méchtigkeit obiger Menge hochtens

(QHW + 1) (\/ﬁm + 1) ﬂt' O(n"*?) < ? +0(n).

2] 2m
Es ergibt sich fiir solches ¢ damit
H (1 +m(1 — Cos(tj))) > (14 m(1 — cos n—1/12))ﬁ/2+o(n5/12)
Vn<j<2v/n
= (1 =+ mn*1/6/2 + O(n71/3))\/ﬁ/2+0(n1/3)
= exp(mn'/? /4 + O(n'/%)).

Andererseits schitzen wir 1 — cos(¢j) durch 2 ab und erhalten wie im anderen Fall

kil_f (1 + M(1 - CoS(tj))Zg)_l > (1 + O(n71/4)) T (1 + O(nl/Q))_k
> exp ( —O(- —1/4) \/_logn>
- exp ( —O(n %) En3/4/log n)
= exp(—O(n'/*logn)),
womit sich im Fall 57 < it <7
e9(20) mnl/3 /4+0(n"/* log n)
s (3.26)

ergibt. Schlussendlich folgern wir

1 [" : 1 [" :
— e g dt‘ — e "] dt
W‘/nw xpg(zoet) dt| < o | Texpg(z0et)]

N

1 o 69(206”) ‘

=5 n_m(exp 9(20))

69(20)

< L(exp g(aa)) exp(—Can'1/2 4+ o(1))

und analog auch fiir das Integral zwischen —7 und —n~%/7. Daher erhalten wir

1 exp g(2) 1
p(n, k1) = /c dz ~ 5 g1/ P 9(20)- (3.27)

2m z
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2¢c/n

Setzen wir nun noch (3.22) fiir g(z) ein und verwenden p(n) ~ Tan
ergibt sich zusammenfassend

aus Satz 2.15, so

@(6—/\ 4 e—u) _ %(6—2/\ + 6_2“)

O+ 126+ (o 1)) 4 Ym0

p(n, k1) ~ pln) exp (= (A4 1) -
G

4B
\/_ —(A+p) 1 -2 -

. @(A F 1)+ e O 4 (e +e ﬂ)). (3.28)
]

Als unmittelbare Folgerung aus dem soeben bewiesenen Satz erhalten wir

Korollar 3.7 (Szekeres [31]) Es seien A = und pw= Cl derart, dass

(3 +¢)logn < A, <logn gilt. Dann folgt

p(n, k,1) ~ p(n)exp ( — (A +p) — @(e"\ + e‘“)). (3.29)

Beweis: Zum Beweis geniigt die Beobachtung, dass alle iibrigen Terme aus Satz 3.1 in
diesem Fall nur einen Beitrag o(1) liefern und daher vernachlissigt werden kénnen. O

BEMERKUNG: Die iibrigen Terme, die in diesem Fall wegfallen, zeigen die Korrelation der
k- und [-Verteilungen, falls entweder A oder p nahe bei ilogn liegt.

BEMERKUNG: Dieses Korollar bedeutet, dass die Verteilungen der Partitionen beziiglich
Linge und Maximum im Bereich ihrer Mediane voneinander im Wesentlichen unabhingig

sind und die Dichte exp ( — % — @e_c_\/%) haben. Die Abbildung, in der Linge und

Maximum von 1000 Zufallspartitionen von 1000 eingetragen sind, illustriert die Verteilung.
Verwenden wir nun

AT
gn
n _ c n _
E exp(—)\—ie ’\)N exp(—)\—ie ’\)dk
c ﬂlogn c
‘i—flogn<k<@logn de
\/— logn \/—
n
—A
exp ——e ) d\
/logn ¢
nl/4
t=YT =2 7t
= dt ~ 1,
n71/2

so folgt unmittelbar, dass

Z p(n,k,l) Np(n)'

% 10gn<k,l<@ logn
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Maximum
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| | |

100
1

50
1

50 100 150 200 250 300

Abbildung 3.1: Linge und Maximum von Zufallspartitionen

D.h., fast alle Partitionen liegen im Bereich %Llogn < k,l < @ logn und genauer noch
(wie man auf dieselbe Art zeigt und wie bereits in der Einleitung erwidhnt wurde) im
Bereich 5-y/nlogn + w(n)y/n fiir eine beliebige Funktion w(n), die mit n nach oo strebt.
Es ergibt sich damit sofort

Satz 3.18 (Szekeres [31]) Falls A = % die Ungleichung (; +¢)logn < A <logn erfillt,
ann gilt

p(n, k) ~ p(n)exp ( —A- @6_/\>. (3.30)

c
Beweis: Wir schreiben

p(n, k) =Y p(n, k1)
=1
und erhalten aus obigen Bemerkungen

p(n, k) ~ Z p(n, k1)

%logn<l<glogn
~ p(n)exp ( - - @6_/\>.
c

O

Die Abbildung zeigt das Histogramm der Lingen von 10000 Zufallspartitionen von 1000.
Zusatzlich ist die theoretische Dichte eingezeichnet. Angemerkt sei schliefflich noch, dass
Szekeres auch analoge Fragen fiir die Verteilung von Linge und Maximum von Partitionen
mit lauter ungleichen Teilen behandelt hat (s. [30]).
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Haufigkeit

3000

2000

1000

] & =

[ T T T T T 1
0 50 100 150 200 250 300

Lange

Abbildung 3.2: Lange von Zufallspartitionen
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Kapitel 4

Partitionen und Baume

4.1 Sternartige BaAume und Fibonaccizahlen

Partitionen besitzen auch gewisse Anwendungen in der Graphentheorie: es ist moglich,
jeder Partition von n in wohldefinierter Weise einen Baum mit n Kanten zuzuordnen. Bis
auf geringe Ausnahmen ist diese Zuordnung injektiv. Wir beginnen mit der Definition eines
sternartigen Baumes:

Definition 4.1 Ein Baum heifit sternartig, wenn er Durchmesser < 4 hat.

Definition 4.2 Es sei (¢q,...,¢q4) eine Partition von n. Der sternartige Baum, der dieser
Partition zugeordnet wird, hat die folgende Form:

Abbildung 4.1: Der sternartige Baum S(cy, ..., ¢q)

wobei vy,...,vg Grad cq,...,c; haben. Offensichtlich hat dieser Baum genau n Kanten
(zu jedem w; gehoren genau ¢; Kanten, und es gibt keine weiteren). Dieser Baum sei im
Folgenden mit S(cy, ..., cq) bezeichnet.

Proposition 4.1 Jeder sternartige Baum 7' hat die Form S(cy,...,¢q) fiir eine gewisse
Partition von n; Diese Partition ist auch eindeutig, falls der Baum Durchmesser 4 hat.
Andernfalls gibt es genau zwei verschiedene solche Partitionen, ausgenommen den Baum

S(™,1,...,1), falls n ungerade ist.

52
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Beweis: Sei zunéchst der Durchmesser von 7" gleich 4. Wir wéhlen einen beliebigen Durch-
messer vy, U1, U9, U3, 4. Dann muss der Abstand von vs zu jedem anderen Knoten w kleiner
oder gleich 2 sein (ansonsten giibe es einen Weg der Linge > 5 von vy nach w oder von
vy nach w). Daher sind alle Teilbdume, die an v, héingen, Sterne, die mit v, an ihrem
Mittelpunkt verbunden sind. Es folgt, dass der Baum die gewiinschte Form hat, wobei v,
das eindeutige Zentrum ist (von jedem anderen Punkt aus gibt es Wege der Linge > 3).

Ist der Durchmesser dagegen 3, dann sehen wir analog, dass 7" ein Doppelstern sein muss.

Dabei gibt es zwei Moglichkeiten fiir die Wahl des Zentrums, die auf die beiden méglichen

Reprisentationen S(k,1,...,1) und S(/,1,...,1) fithren, wobei k und [ die Grade der bei-
-1 k—1

den moglichen Zentren sind. Diese beiden Reprisentationen fallen genau dann zusammen,

wenn kK =1= ”TH

Schlussendlich bleibt der Stern S,,, der als einziger Durchmesser 2 hat. Er hat die beiden
Darstellungen S(1,...,1) and S(n). Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Satz 4.2 Es gibt p(n) — | 5] nichtisomorphe sternartige Biume mit n Kanten, wobei p(n)

wie in den vergangenen Kapiteln die Zahl der Partitionen von n bezeichnet.

Beweis: Nach Proposition 4.1 gehért jede Partition zu genau einem sternartigen Baum
und vice versa. Die einzigen Ausnahmen sind die Partitionen der Form (k,1,...,1). Hier
reprasentieren zwei Partitionen genau dann den gleichen Baum, wenn sie von der Form

(k,1,...,1) und ({,1,...,1) (k,0 > 1, k # 1) mit £k +1 = n + 1 sind. Es gibt genau |3 |

Paare (k,l) mit 1 < k <l und k + 1= n+ 1. Damit ist bereits alles bewiesen. O

Sternartige Graphen sind von Bedeutung in der Behandlung der sogenannten Fibonac-
cizahlen von Graphen. Die Fibonaccizahl F(G) eines Graphen G ist definiert durch die
Anzahl der unabhéngigen Knotenteilmengen von G. Eine Menge von Knoten heifit dabei
unabhéngig, wenn keine zwei Knoten durch eine Kante verbunden sind. Der Name erklért
sich dadurch, dass sich fiir einfache Wege genau die Fibonaccizahlen ergeben.

Fibonaccizahlen von Graphen finden Anwendung in der Chemie, wo die Fibonaccizahl ei-
nes zu einem Molekiil gehorigen Graphen Merrifield-Simmons-Index oder o-Index genannt
wird. Merrifield und Simmons [20] konnten Zusammenhinge zwischen dem o-Index und
gewissen physikalischen Eigenschaften von Molekiilen, wie etwa dem Siedepunkt, aufzeigen.
Das inverse Problem, bei dem zu einem gegebenen o-Index ein Graph mit diesem Index
gesucht wird, kann zur Erstellung von Datenbanken zur Entwicklung von Medikamenten
dienen (s. [18]).

Fiir einen sternartigen Baum S(cy,...,¢q) erhdlt man eine einfache Formel fiir die Fibo-
naccizahl.
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Lemma 4.3 Es sei T ein Baum und v € V(7). T'\ {v} zerfalle in Teilbdume 71, ..., Ty;
weiters sei {v;} = N(v) NT;, wobei N(v) die Nachbarn von v bezeichnet. T; \ {v;} zerfalle

seinerseits in Teilbdume T;,...,Tj,. Dann gilt
k ko
P(r) = [T FT) + [TTTF(Ts). (1)
i=1 i=1 j=1

Abbildung 4.2: Zu Lemma 4.3

Beweis: Es gibt genau [[*_, F(T;) unabhingige Knotenteilmengen von T, die v nicht ent-
halten, und % Hé."zl F(T;;) unabhéngige Knotenteilmengen von 7', die v enthalten (und
damit vy, ..., v nicht enthalten). Daraus ergibt sich das Lemma unmittelbar. ]

Lemma 4.4 ;

F(S(er,... ca)) =[] +1) + 2 (4.2)

i=1
Beweis: Unter Verwendung der Tatsache, dass die Fibonaccizahl des Sterns S.,_; gleich
2¢i=1 41 (247! verschiedene Teilmengen der dufleren Knoten sowie die eine Menge, die nur
aus dem Mittelpunkt besteht) ist, folgt diese Formel trivialerweise aus Lemma 4.3. U

Der Baum maximaler Fibonaccizahl ist, wie bereits Prodinger und Tichy bewiesen (s. [22]),
der Sterngraph S,, ~ S(1,...,1). Wie sich herausstellt, sind die Biume grotmaoglicher Fi-
bonaccizahl bis zu einem gewissen Punkt allesamt sternartig (s. [16]). Daraus ergibt sich
etwa die natiirliche Frage, welche Fibonaccizahl ein sternartiger Graph im Durchschnitt
hat. Dieser Frage wird in der spéteren Folge nachgegangen, wobei sich wiederum eine inter-
essante Anwendung der “circle method” auftut. Zun#chst wenden wir uns einer speziellen
Subklasse von Bidumen zu, deren Interpretation auch vom Standpunkt der Theorie der
Partitionen her interessant ist.

4.2 Eine spezielle Klasse sternartiger Bidume

Wir betrachten die Menge aller sternartigen Baume mit der Eigenschaft, dass der Mittel-
punkt gleichzeitig auch der Knoten maximalen Grades ist. Wir bezeichnen die Méchtigkeit
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der Menge mit ¢(n), wobei n wiederum die Zahl der Kanten darstellt.

Man sieht leicht ein, dass diese Klasse von Baumen genau jenen Partitionen entspricht,
fiir die die Lénge (die dem Grad des Mittelpunktes entspricht) grofier oder gleich dem
maximalen Element der Partition ist (die dem Maximum der Grade aller Nachbarn des
Mittelpunktes entspricht). Wir kénnen ¢(n) daher auch in folgender Art und Weise an-
schreiben:

ttn)=Heca<...<a<d: a1 +...+cg=mn, ¢; > 1} (4.3)

Nun interessieren wir uns fiir das asymptotische Verhalten von ¢(n) fiir n — oc. Unter
Zuhilfenahme der Ergebnisse aus dem vorangegangenen Kapitel ist die Bestimmung dieser
Asymptotik leicht moglich.

Bei der Konjugation einer Partition werden, wie bereits bemerkt, die Rollen von Lénge
und Maximum vertauscht. Mit diesem Argument sehen wir, dass t(n) gleichzeitig die Zahl
der Partitionen mit Maximum > Lénge ist. Es folgt unmittelbar, dass

p(n) = 2t(n) — r(n), (4.4)

wobei r(n) die Zahl jener Partitionen ist, fiir die Linge und Maximum gleich sind. 7(n)
kann auch in folgender Form geschrieben werden:

r(n) = Zp(n, d,d). (4.5)

Ist ¢ = (¢4, ..., ¢q) eine Partition, so bezeichnet man ¢; —d (also die Differenz aus Maximum
und Lénge) als Rang der Partition. t(n) entspricht daher der Zahl aller Partitionen mit
Rang > 0 (oder < 0), r(n) ist die Zahl aller Partitionen mit Rang 0.

Satz 4.5 FEs qgilt die folgende Asymptotik:

™

Wi + o(n’1/2)>. (4.6)
Beweis: Es sei wihrend dieses Beweises ¢ = % wie im vorigen Kapitel. Wir teilen die
Summe fiir 7(n) in drei Teile:

Vi

e Zunichst sei D; = % r

dass

logn und Sy = 7, , p(n,d,d). Aus Satz 3.8 wissen wir,

n
S1 < P(n,Dy) =p(n+ Dy, Dy) ~ p(n+ D) exp ( — A= %e"\),

wobei A = ——¢=D; = §,/——logn = ;logn(1+ O(n~'/*logn)). s folgt

1
)\+@e’)‘~ glogn—l—

+o(1)) > n'/S,
(&

C
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Damit wissen wir, dass exp(—\— @e*’\) schueller fillt als jede Potenz von n. Zusitz-
lich gilt nach Satz 2.15

POEDY) - exp (20(v/n+ Ds - i)

p(n)

Dy
NS )
Xp( VntDi+
1
< exp <§logn) =nt/?

und damit S; < p(n)n~? fiir beliebiges o > 0.

e Sei Dy = n?3 und S, = > 4w, P(1,d, d). Offensichtlich gilt p(n, d,d) < p(n—2d+1),
wie ein simples kombinatorisches Argument zeigt: wenn man im Ferrer-Diagramm
einer Partition mit Linge und Maximum = d die erste Zeile und Spalte entfernt,
bleibt eine Partition von n — 2d + 1 iibrig. Nach Satz 2.15 gilt fiir jedes d > D,

% ~ exp (MT VD)
- <26\/n g \/ﬁ>
—2n?/3
< exp (20 NG )

= exp(—4cn'/®).
Es folgt, dass Sy < 2p(n) exp(—4en'/®) < p(n)n=* fiir beliebiges o > 0.
e Fiir D; < d < D, erhalten wir aus Satz 3.1

p(n, d, d) Np(n) exp ( —2X — 2@67/\ — @672)‘ \/_()\ + 1)2 —2X

c 2¢ 2¢3

VI g /N 20-2) | 1. 7/\)
+ . e 263()\+ 1)% 62)\6 ,

wobei A = \/— Nun sei Sy = > p < 4cp, P(0, d, d). Dann gilt

D> 2
Sy N/ exp<—2)\— \/ﬁe )\2 —A \/_6—2,\ \/_()\+1)2 _2’\>dd

p(n) Dy c 2¢ c3

eDy
= v [V exp ( — 2\ — 2vn e —I— )\2 -2 \/_6_2)\ \/f()\ + 1)26_2)‘) d.
c

¢ Jepy c 2c

vn

<D, =1 lognund =Dy =cn

- 176 innerhalb dieser Grenzen gilt A2 < (logn)?n~1/3

b
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Ve 2 < n Y8 und () + 1)2e 2 < (logn)?n /6. Daraus folgt

cDoy
Ss NN
~ Vv

exp ( — 2\ — Me_/\ + 0(1)) d\

p(n) ¢ Jeo ¢
1/6
cn 2
= @(1 + 0(1))/ exp ( — 2\ — ﬁeA) d\
c %logn ¢
t:me’k %n1/6 t 2 1
= VR 0(1))/ (C—) et dt
c W, el/6 \24/1 t
c 2,1/6
_ ‘ t
4\/ﬁ(l +0(1)) ﬁﬁe_mw te~"dt
c ‘ 2,1/6

¢ ~1/2
— +o(n 7).

4v/n

Zusammenfassend sehen wir, dass 7(n) = S; + Sy + S5 = p(n) (4\6/5 + o(n’l/Q)) und daher

1) = (o) (5 + 7=

womit die Behauptung bewiesen ist. ([

+o(n™),

t(n) und r(n) sind auch in “Sloanes On-Line Encyclopedia of Integer Sequences” [27]
verzeichnet: ¢(n) ist Folge Nr. A064174, r(n) ist Folge Nr. A047993. Die Tabelle zeigt
einige Werte von t(n) und r(n).

4.3 Die durchschnittliche Fibonaccizahl sternartiger
Biume

Nun wenden wir uns der bereits erwéhnten Fragestellung zu, welche durchschnittliche Fibo-
naccizahl ein sternartiger Baum mit n Kanten hat. Die Berechnung erfolgt im Wesentlichen
analog zum Beweis von Satz 3.1. Zur Bestimmung der darin auftretenden Konstanten wer-
den wieder einige uneigentliche Integrale benotigt, die im folgenden Lemma kurz behandelt
werden.
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n t(n) r(n)
1 1 1
2 1 0
3 2 1
4 3 1
5 4 1
6 6 1
7 9 3
8 12 2
9 17 4
10 23 4
20 336 45
50 106864 9502
100 98399016 6228740
200 | 2032145505447 | 91291981506
Tabelle 4.1: Einige Werte von #(n) und r(n).
Lemma 4.6
& 2 (log2)?
—log(l—e "/2)du = — — 4.7
| —tost = ey au = 5 - REL (4.7
o0 2 1 2 2
/ U gy (082 (4.8)
o 2e 1 12 2
o) 2, u 2 1 2 2
/ e gy =T (o2 (4.9)
. (2ev—1)? 12 2

Beweis: Man entwickelt die Integrale jeweils in Reihen und integriert gliedweise. Dies ist
hier in allen Féllen jedenfalls moglich, da die Reihen gleichmifBig konvergieren (sie lassen
sich in trivialer Weise durch geometrische Reihen abschitzen):

[e'e] oo X 1
—log(1—e*/2)du= / ——e "F du
- Z L29k’
k=1
/OO Y du = /OO i 2 ke ™"k du,
o 2e*—1 e
1
- Z L2ok’
k=1
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du = / k2~ k= 1u2e "k du,
/0 (26“ —1)? 0 z;
B 1
o Z k29k"
k=1

Also haben tatséchlich all diese Integrale denselben Wert, der durch die unendliche Summe
Doy ﬁ gegeben ist. Um den genauen Wert zu bestimmen, betrachten wir allgemein die
Funktion Lis(z) = Y37, 2 #*. Sie wird auch als Dilogarithmus bezeichnet (siehe z.B. [17],
wo allgemeiner Polylogarithmen von der Form Y%, 2" behandelt werden). Thr Wert an
der Stelle % kann explizit bestimmt werden, da Li, eine Funktionalgleichung erfiillt.

Man beachte dazu zunéichst, dass - Liy(z) = log(l %) gilt. Daher gilt auch
d ) log(1 —= log z d
dm(le( )+L12(1—x)):— g(z )+1§x:%(—logxlog(1—z)).

Dabher ist Liy(z) + Liy(1 — 2) +log x log(1 — z) =: C konstant. Lésst man x gegen 0 gehen,
so erhélt man

C = Liy(0) + Liy(1) + liH(l) log z log(1 — z)
z—
+ lim(—zlogz + O(2*log z))

z—0

Durch Einsetzen von x = % ergibt sich schliefflich
1 T 1
2Li (—) = — —log® =
19 5 og 5

oder

()= 7 s

was zu beweisen war. O

Damit lassen sich nun folgende asymptotische Entwicklungen fiir Summenausdriicke be-
stimmen:

Lemma 4.7 Es strebe g nach 0. Dann gilt

1.
—Zlog (1—e" ﬁ]/2)_——%10g2+0(5) (4.10)
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2.
o ] b2
> 1t 0(1), (4.11)
7=1
3. - )
> j°e’d b _
> s = 5 HOUT), (4.12)
7=1

c 79 _ 72 (log2)?
wobel b* = B =

Beweis: Alle drei folgen direkt aus der Euler-Maclaurinschen Summenformel (Lemma 3.2):
—Zlogl—eﬁj/Q Zlogl—eﬂ]/2) log 2

" ~fa 1 BN 1
= — log(1 —e /2)dm——(—log(1—e /2)+log—)
) 2 2

1 6 N By({z}) 2p%*
+E( 26PN 1 +ﬁ> /0 2 (1= 2epey 1 1082

und daher fir N — oo

—Zlog(l—eﬂj/Q):—/ log(l—e’ﬁm/Q)dx——logQ%—ﬁ
j=1 0

2 12
* By({x})B%e”
+/0 (12
_ 1/ —u p
= _E/o log(1—e™"/2) du — —log2+ﬁ
* By({u/B})e"
+5/0 (1= e ™
2 1

Damit ist 1. bewiesen. 2. folgt ebenso:

N—-1 . N—-1

J J
Z2eﬂj—1:Z2eﬁj—1
J=1 Jj=0

:/N x dx—l( N )+i<—1+2eﬂN(1—ﬁN)_1)

2ef — 1 2\2eAN — 1) " 12 (2eAN —1)2

Y By({}) 26¢7(2 + B + 25 (5 — 9))
* /0 2 (2eP7 —1)7

dz
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und daher fiir N — oo

> J [ x 1 ® By({x})Be’*(2 + Bz + 2e%*(Bz — 2))
Z2eﬁj—1_/0 d__+/0 (2efr — 1)3 dx

9¢8r — 1 T 12

1 /°° U 1 /°° By({u/B})e"(2 + u + 2e*(u — 2)) du

), 21T 127 (2" — 1)3
b2

== E + 0(1)
Schliefllich ergibt sich auch 3. in gleicher Weise:

=1

N 28 N 28

2 T2y = L T2y

j=1 J=0
_/N 287 dg;_l( N2eBN )
o (1 —2eb7)? 2\ (1 — 2efN)?
reP*(2 + B + 257 (Ba — 2))

+ [ Bty — a1

und daher fiir N — oo

N R > p2efT o 2P (2 + B + 277 (Bx — 2))
27(1 mERRE :/0 T2y dx+/0 B ({z}) 025 dx

j=1

1 e} 2, u 1 00 u(9 el )
-5 | s [ Byt 2=,
b2
=5 +0(7)
ﬁB

O

Aus diesen Resultaten lassen sich wiederum auch die Entwicklungen fiir leicht modifizierte
Summenausdriicke bestimmen:

Lemma 4.8

1.

2

— ;log (1 — (% + 2—1)6—51) = % —log 8 — glogQ —logp+ O(B), (4.13)

- J o1
Z (1/2 4 2-9)~1lefi — 1 - @+5+0(1), (4.14)

J=1
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G2(1/2+277) 1P op?

1 —(1/2+279)- eﬁa) =5 t0(57), (4.15)

Mg

]:1
wobei p = H;’il(l — 2‘j) = (0.288788095 . . ..
Beweis: Ad 1.:

Se(1- (3 +22)) = See1-3e) « S ()

In der zweiten Summe haben wir fiir j =1

oo [ L7 A B— (/24 O(5%)
S\1_e5)2 1/2+ /2 + 0(B?)
=log((8— B%/2+ O0(B)(2 — 28+ O(5%))

= log(26(1 4 O(p)))
= log(25) + O(p)

sowie fiir alle anderen j die folgenden Abschétzungen:

1 1] . S
— 11— (5 + 2*]) hi> 19 gefﬁj ) e Y

L= (142 9)e

gy < (1—-2"9)(1+8527p3)
2

1 1
<:>1_<§_|_2—>—,3]<1 ol- 2—ﬁ3+236ﬁ3

) 1 . )

+ 8j2*J6<1 - 56*@) (1—2'9)
= 21791 — e7P7) < 85279 B(1 — e7H7 /2)(1 — 2'7).
—— ~ A “

<Bj >1/2 >1/2
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Damit folgt aber

0 1-— (%+2’])e*ﬁj .
Y log — = log(28) + O(B +Zlog - 29 + R(p),
1

j= 1_56 hi

wobei

0< R(B) <) log(1+85278) < 28]275—125
=2

und damit

00 1—<%+2 j)e*ﬂj
Zlog ( — ) =log(28) + log p + O(pB).
: 1—2ehi
j=1 2
Daraus ergibt sich nun das behauptete Resultat:
2

— Zlog <1 - (% + 2_j>e_’3j) = % — %logQ + O(B) —log(28) —log p + O(B)
=1

» 3
=5 5 log2 —log f —log p+ O(5).

In 2. und 3. schreiben wir als Abkiirzung a(j) := (1/2 + 277)~! und verwenden, dass
(2—-2"Na(j) t=2-22)1/2+2) =1-2"% <1

gilt und somit 0 < 2 — a(j) < 2277, Weiters ist 2 > a(j) > 4/3 fiir j > 2. Nun zu 2.:

o0

) 1 1 J J )
Z eﬁf—l a(y eﬁf—l T 2eF— 1 eﬁ—1+z;(2eﬁj—1 a(j)efi —1

7j=1 j=1 j=

o .
— 2)€ﬂj
- 0+ 2eﬁi—1 a(j)ePi —1)°
j:Q

Mg

Nun ist aber

X 19277 Bi
Jz i _
> s S 122;2 18

S
p= 26/3] — 1 a(j)efi —1)| —
und daher

> j 62 1

1=
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Analog haben wir fiir 3.:
i 2j% i a(j)j’e”
2 (20— 17 2= (alj)ehi - 1)2
_ 2 N f: ( 2j%€P a(j)je” )
T (205 —1)2 65 —1)2 = \(2e7 - 1)2  (a(y)eBi —1)2

>~ a(j) (2 — 17
2(aff)e? = 1)?

1 2 ﬂﬂ—1
= —— +0( +Z]2eﬂj (a ‘ ;

I TP .zeﬁjm() 2)(2a(j)e — 1)
=~ HOT S G e —

Nun ist aber

= 2)(2a(j) —1)| _ O 1y gy 20 - de?P 20
265 ( ‘ < 20812 <144 2977 =792
Z] 2eﬂf e~ 12| = 2! ey < Z]

und daher , 5 ,
et i“a(7)e”? 2b B

Jj=1

Satz 4.9 Die durchschnittliche Fibonaccizahl eines sternartigen Baumes mit n Kanten ist

av(n) ~ A-2" . exp(Bv/n) - n*/*, (4.16)

wober A = 2.739149898 ... eine numerisch berechenbare Konstante und

B = +/72/3 —2(log2)? — /272/3 = —1.039005919 .
15t.
Beweis: Die einer Partition ¢ = (¢q, ..., ¢q) zugeordnete Fibonaccizahl ist nach Lemma 4.4
(297 1) (2 1) 4 2m
Zu bestimmen ist daher zunéchst

A1) 1)+ 2" = s(n), (4.17)

ckn
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Die erzeugende Funktion dieses Ausdrucks ist (mit derselben Argumentation wie in Lemma
1.2, wobei an die Stelle von 1 ein Faktor 2%~ 141 bzw. 2% fiir jedes Element einer Partition
tritt)

o o0

[Ja-@ '+ 1+H D (4.18)

J=1

Ersetzt man x durch z/2, so erhélt man die erzeugende Funktion fiir 27 "s(n):

[1(-(+2)) 1 0-4)

1=

-1

Wie sich herausstellt, liefert der erste Teil den asymptotisch relevanten Beitrag. Der Beweis
wird im Wesentlichen gefiihrt wie jener von Satz 3.1. Sei G(2) := [];2,(1 — (5 +277)2/)!

und F(2) := J[}Z,(1 — 527)7". Diese Funktionen sind holomorph auf jeder kompakten

Kreisscheibe vom Radius < 1 um 0. Daher erhalten wir
1
27 "s(n) = —(/ 2 " 1G(2) dz +/ 2 "R (2) dz),
271'2 Cy Co

wobei Cy, Cy geeignete Kurven um 0 sind. Beide Integrale werden nun mit Hilfe der Sattel-
punktsmethode abgeschétzt:

27"G(z) = exp g(2), (4.19)
wobei g(2) = — 372, log(1 — (1/2 +277)27) — nlog z. Die Ableitungen von g sind

j=1
_y L o
o za(j)z=1—1 2’
() =3 MU D),
j=1
n
:;z2(1—a' +2221—53)z1) Rk

p — jz %(j%a(j)(a(j) + 2) + 3ja(j)(—a(j) + 27) + 2(=a(j) + 27)*) 2n
9"(z) =) 2a(j)27 — 1) K

wobei wieder die Abkiirzung a(j) := (1/2 + 279)~! verwendet wird. Sei nun zy = e # der
Sattelpunkt, der somit die Bedingung

! 713 :0 ] —
g(e’) — ;(1/2”—3‘)—16@—1 "
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erfiillen muss. Es ergibt sich nach dem vorigen Lemma

o1
@+ﬁ+OU

oder
b

(3+3) = (Va+om@y

also 5 = % — 5 +0(n7"%) bzw. B = \/— + 5=+ O(n™%?). Unter Verwendung des vorigen

Lemmas erhélt man fiir den Sattelpunkt

— ilog(l —(1/2 4279 e ) + ng

b? 3

:E—logﬁ——10g2—10gp+n5+0(6)

(YL 12y) e (L2 4 L a2y) L3
b(b 2b2+0( )) log(\/ﬁ+2n+0(n )) 210g2

_ b1 ~3/2 -1/
logp+n(\/ﬁ+2n+0(n ))+O(n )

1 ~1/2 b ~1/2 3
— b/ — = —log — — log(1 — Zlog2
b/n 5t O(n~ /%) —log NG og(1+O(n/7)) 5108

1
—logp+byvn+ 5t O(n1?)

= 2by/n + log vn +0(n 12

2v/2bp
sowie
e je2b L 2e28(1/2 + 927 Bi
=2 1= 1/2+2 7y ,Bj)+2(1_(i/é++2 J)) iy tne”
= € =1 e
o1 20?
— 28 = -2
= (- (ﬁ2+ﬁ+0( ) + (53 +0(657%)) +n)
L0/
= (1+0(8) (20*% + O(n))
= %n?’/Q + O(n).
Schliefllich ergibt sich fiir die dritte Ableitung
Z JE(2a() (a) + ) + Bjal)(~ali) + ) + 2(=al) + <)) ) 4,

5 (a(f)eP — 1)?
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Der Zihler kann leicht abgeschiitzt werden, indem man 2 > a(j) > 1 und 1 > e > 0
verwendet:

—125 < j2a(j)(a(j) + €77) + 3ja(j)(—a(j) + e ™) + 2(—a(j) + e7)* < 65° + 8 < 145>,

Es folgt (da a(j)e®’ > 1+ €7 /3 fiir j > 2 gilt)

145%¢2P1
" 358
6N <Y

7j=1
1458 X 1473285+38
< T + e + 2ne?’
(e — 17 & (3

=07 +378(1+O(p Z] e P+ 0

_ 378e7P(—1 4 4ef — 5€2B + 8e3ﬁ)
- (e? = 1)t
=0(67") =0(n?)

+ O(n3/2)

und daher
9(2) = 9(z0) + 5172 (z = 20)* + Olnlz = 0)?) + Oz — 2)"),

Wir wiihlen nun C; = {20€" | — 7 < ¢ < 7}. Dann ergibt sich

1

2"G(2) dz = ! M dz

e 2mmi

:—/ exp g(zpe™

Fiir —n =7 <t <0757 gilt 2 — 2y = 2(it + O(?)) = (1 + O(n~12))(it + O(n~1/7)) =
it + O(n~'"/") und damit

9() = g(z0) — s + O(n 1), (4.20)

Daher ist ein Teil des Integrals

n=3/7 1 n—5/7

: exp g(z0e™) dt = —(exp g(20)) (1 + O(n~ /7)) / e

2r _p—5/7 2r n—5/7

o0 oo
_1.3/242 _1.11/14 _ _1,.1/14
n—5/7 n—5/7

3/242

wobei
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und daher

—5/7

n 3/242 o 3/242 o 3/242
/ e’F" t dt:/ e“" t dt—2/ e’F" at
—n—5/7 —o —5/7

7Tb _ _1,1/14
- n3/2+0( ey )-

Fiir diesen Teil des Integrals erhalten wir somit

L . \/T 1
_ 1 — v _ /7
o7 | o exp g(zpe") dt Y (expg(20))(1 4+ O(n )

1 2by/n, —1/4 —1/7
=———e"V"n 1+0(nY7).
o ( (n™"%))

Der Rest des Integrals ist wieder vernachldssigbar: dies wird erneut gezeigt, indem wir
G(z0)
G(Z()g”)

fiir n=5/7 < |t| < m schneller als jede Potenz von n

zunéichst beweisen, dass ‘
wéchst. Es gilt

_ - a(j) —Zée”J 2

- ‘H alj) - =

— 1 (a(y) — Zé cos(tj)) — Zz(f] sin(t7)|?

-1 aG) — 7

_ 17 (al) - 20 cos(t]))? + (2 sin(t4))?

= jl_[l (a(j) — Z(J)')Q

77 2l)” — 2a(j)zh cos(t) + =’

-1l (a(j) — )2
B 2a(7)(1 — cos(tf))z)

LG

> T1 (1 + 20— costt)

> T (10— costi)
VA<I<2Vm

> H <1 + zQ\f(l — COS(t])))
Va<j<2vm

> <1+m(1 —cos(tg)))}
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wobei m eine Konstante ist, denn zg‘/ﬁ = exp(—2b+O0(n"'/2)) = O(1). Wie im Beweis von
Satz 3.1 erhalten wir

2
G explCan 1+ (1) (1.21)
Daraus folgern wir
1 i . 1 i . .
—‘/ exp g(ze") dt‘ < — |z0e™| 7" |G(20€™)| dt
—5/7 2'/T n—5/7
1 ™ G it
= 2o "G(20) (z0¢”) dt
2 n—5/7 (Z(])

< Lexpg(z0) exp(~Can14/2 4 of1)

und analog auch wieder fiir das Integral zwischen —r und —n=5/7. Daher erhalten wir

1 1 1

— | 27" G(z)dz ~ V1A, 4.22
. (2) N (4.22)

Analog wird nun mit F'(z) verfahren, wobei sich herausstellt, dass der Beitrag dieser Funk-

tion kleiner ist:

2 "F(z) = exp f(2), (4.23)
wobei f(z) = =377 log(1 — 2/ /2) — nlog z. Die Ableitungen von f sind

00 :
23*1/2 n
1) — _
_ i i1 n
p 22279 -1 2’
" - - ](1 + 2(] - 1)Z_j) n
f(z) = ; 22(2279 —1)2 22
o
B J 299277 n
B ; 22(1 —2279) T ; 22(1 — 22779)2 T
f”’(z) _ io: Jz 72]1(2].2(2 + Zj) + 6j(_2 + Zj) + 2(_2 + Zj)Q) _ 2_n
B 23(2277 —1)3 23

1

<
Il

Sei wieder zy = e™? der Sattelpunkt, der somit die Bedingung

fle?) =0 < Z =n

J
2ebi — 1
=1

erfiillen muss. Es ergibt sich nach Lemma 4.7

b2
EJrO( ) =
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oder

(5)" = v+ o,

also 3 = % +0(Mn™?) baw. B = ﬁ + O(n=3/?). Unter Verwendung desselben Lemmas
erhélt man fiir den Sattelpunkt
feP)y == log(1—e/2) +nps
j=1

2

b 1
:E—ﬁlogQ—Fnﬁ%—O(ﬁ)

_ (¥ o) L b ~3/2 _y
=b ( ; +O(n )) 210g2+n<\/ﬁ+0(n ))+O(n )
— b+ O 12) — % log2 + by/7 + O(n/2)

1
= 2b\/n — §log2+0(n_1/2)

sowie

o . ;
2j2e2P i 28
=2 T 1—2eﬁa T2 gemyy T
]:1 7=1

b? 20?

:e”( (ﬁ2+0( ))+<ﬁ+0(5 ))+n)
:(1+O(ﬁ))(2b22—3/2+0( ))

Schliellich ergibt sich fiir die dritte Ableitung analog zu ¢"
f"(e”?) = 0(n?)

und daher

£() = flan) + 5020z = 20)? + Ol = 20)?) + O (= = 20))).

Dieselbe Argumentation wie zuvor fiihrt auf

1 /b
— | 2R (2) dz ~ ) —e2VPp A, (4.24)
27 Je, 8T

Zusammenfassend ergibt sich damit

1
O i — Ll (4.25)
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Jeder Partition ist genau ein sternartiger Baum zugeordnet und umgekehrt, wobei es nur
| 5] Ausnahmebidume gibt, die zwei Partitionen zugeordnet sind. Deren Fibonaccizahl ist
jedoch sicher jeweils < 2" 41, der maximalen Fibonaccizahl (s. [16]), die Summe aller ihrer
Fibonaccizahlen also klein im Vergleich zu s(n). Also erhélt man als durchschnittliche
Fibonaccizahl eines sternartigen Baumes

1
av(n) ~ s(n n) ~ M2V —l/dgmmy2m/3 g, [3,
()~ s(0) ) ~ 2 v

= A-2" - exp(Bv/n) - n’/*,

wobei, wie behauptet, B = 2b—m+/2/3 = \/72/3 — 2(log2)2—/27%/3 und A = p\/ﬁ =
2.739149898.. . ..

O

BEMERKUNG: In [16] wird gezeigt, dass die maximale Fibonaccizahl eines sternartigen
Graphen asymptotisch 2" ist, die minimale 5"/%. Das vorliegende Ergebnis zeigt, dass die
logarithmierte Fibonaccizahl eines durchschnittlichen sternartigen Graphen asymptotisch
gleich grof ist wie die des maximalen. Die Abschitzung av(n) = 2"+°(/") lisst sich mit
bedeutend einfacheren Mitteln gewinnen und wird auch bereits in [16] erwihnt.



Teil 11

Das Waring’sche Problem
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Kapitel 5

Das Problem und einige Spezialfille

1770 konnte Lagrange den sogenannten “Vier-Quadrate-Satz” beweisen, demzufolge sich
jede natiirliche Zahl als Summe von vier Quadratzahlen schreiben ldsst. Dies war bereits
von Bachet (1621) und von Fermat (1640) vermutet worden. In seinen Meditationes alge-
braicae [37] stellte Waring 1770 die allgemeinere Vermutung auf, dass jede natiirliche Zahl
Summe von neun Kuben, neunzehn vierten Potenzen und allgemein Summe einer begrenz-
ten Anzahl von k-ten Potenzen ist. Dies konnte 1909 von Hilbert [10] bewiesen werden,
wobei ein induktives Argument zusammen mit polynomiellen Identitdten wie

1 1
(3 4+ 25+ 25 +23)° = g Z (zi + ;)" + 6 Z (zi — ;)"
1<i<j<4 1<i<j<4

verwendet wird.

Nun ist es aber auch von Interesse, moglichst gute Schranken fiir die maximale Anzahl
benétigter k-ter Potenzen sowie auch asymptotische Formeln fiir die Anzahl verschiedener
Lésungen zu finden. Hier spielt die “circle method” wieder eine entscheidende Rolle. Mit
ihrer Hilfe konnten Hardy und Littlewood [7] zehn Jahre nach Hilbert Antwort auf diese
Probleme geben. Thre Technik wurde spiter u.a. von Vinogradov (s. [34, 35, 36]) und
Wooley [41] weiter verbessert.

Zunichst seien die wesentlichsten Begriffe definiert:

Definition 5.1 Eine Teilmenge B der natiirlichen Zahlen heifit Basis bzw. asymptotische
Basis der Ordnung s, wenn jede natiirliche Zahl bzw. jede hinreichend grofle natiirliche
Zahl sich als Summe von s Summanden aus B schreiben lésst.

Die Vermutung von Waring besagt also, dass die Menge der k-ten Potenzen fiir beliebi-
ges k eine Basis endlicher Ordnung darstellt. Fiir die entsprechenden Ordnungen sind die
Bezeichnungen g(n) bzw. G(n) iiblich:

Definition 5.2 Die Ordnung der Menge der k-ten Potenzen als Basis bzw. asymptotische
Basis wird mit g(n) bzw. G(n) bezeichnet.
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Es ist seit Lagrange bekannt, dass ¢g(2) = G(2) = 4 ist. Wieferich [40] und Kempner [15]
konnten zeigen, dass ¢(3) = 9 ist (es lésst sich zumindest leicht einsehen, dass dies minimal
ist, da sich 23 nicht als Summe von acht Kuben schreiben ldsst; neben 239 ist dies das
einzige solche Beispiel). Es ist bekannt, dass 4 < G(4) < 7 gilt, die genaue Ordnung der
Menge der Kuben als asymptotische Basis ist jedoch nach wie vor ein ungeléstes Problem.
Fiir k = 4 sind dagegen ¢(4) = 19 und G(4) = 16 wiederum bekannt.

Fiir die Grofle g(k) besteht eine allgemeine Vermutung:

g(k) = 2% + {(gﬂ ) (5.1)

fiir beliebiges k£ > 1. Dies wurde bereits von Euler als untere Schranke angegeben. Zum
Beweis betrachte man die Zahl
k
vt
2

sie ldsst sich nicht als Summe von weniger k-ten Potenzen schreiben, da N < 3% und daher
nur Summen von 2F und 1 gebildet werden konnen. Man benétigt | (2)*] — 1 Summanden
2% und 2¥ — 1 Summanden 1.

5.1 Der Spezialfall £ =1

Offensichtlich ist g(1) = G(1) = 1. Auch fiir die Anzahl verschiedener Reprisentationen
durch s Summanden gibt es eine einfache Formel, die hier kurz angefiihrt sei — wir werden
sie in Kapitel 7 zu Vergleichszwecken heranziehen:

Proposition 5.1 Die Anzahl von Darstellungen von n > 0 als Summe von s positiven

ganzen Zahlen (diesmal ohne Riicksicht auf die Reihenfolge) ist (7).

Beweis: Betrachten wir n als eine Streckenléinge auf der Zahlengeraden, so entspricht eine
Darstellung als Summe von s positiven ganzen Zahlen einer Art, diese Strecke durch s — 1
Trennstriche in Teile zu zerlegen. Da es n — 1 verschiedene Positionen fiir die Trennstriche
gibt, erhalten wir genau (’;j) Moglichkeiten. O

5.2 Der Spezialfall £ =2

Wie bereits erwidhnt, stammt der Beweis fiir diesen Spezialfall des Waring’schen Problems
von Lagrange. Dieser verwendet ein induktives Argument, das auf der Vier-Quadrate-
Gleichung von Euler beruht:

Lemma 5.2 Es gilt die polynomielle Identitét

(27 + a5+ a5 +23)(y; +y3 + 3 + i) = 21 + 25 + 23 + 23, (5.2)
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wobei

21 = T1Y1 + ToY2 + T3Y3 + T4Y4
29 = X1Y2 — ToY1 — T3Y4 + T4Y3
23 = T1Y3 + TolYqs — T3Y1 — T4Y2

24 = T1Y4 — ToY3 + T3Y2 — T4Y1-

(5.3)

Beweis: Die Richtigkeit der Gleichung ergibt sich durch simples Ausmultiplizieren. Es sei
lediglich bemerkt, dass z? + z3 + 22 + 2% als quadrierter Absolutbetrag des Elements
xr = x1 — X291 — x3] — x4k aus der Menge der Hamiltonschen Quaternionen interpretiert
werden kann. Mit y = y1+y9i4ysj+ysk und z = xy = 21 +2914235+24k entspricht die obige
polynomielle Identitét dann der Gleichung |z||y| = |zy| in der Menge der Quaternionen. [

Korollar 5.3 Konnen n und m als Summe von vier Quadraten geschrieben werden, dann
auch nm.

Beweis: Ist n = 23 + 23 + 23 + 25 und m = y? + y5 + y3 + y3, so liefert obige Formel
unmittelbar eine Darstellung nm = 2% + 23 + 22 + 23. O

Satz 5.4 (Vier-Quadrate-Satz, Lagrange) Jede natiirliche Zahl ist Summe von vier
Quadratzahlen.

Nach dem Korollar geniigt es, sich fiir den Beweis, sich auf Primzahlen p einzuschrinken.
Wegen 2 = 12 + 12 + 0% + 02 reicht es, ungerade Primzahlen zu beriicksichtigen.

Die Mengen
{a*|la=0,....,(p—1)/2} und {-b*—1]b=0,...,(p—1)/2}

enthalten jeweils (p+1)/2 verschiedene Kongruenzklassen modulo p. Nach dem Schubfach-
schlussprinzip gibt es daher a und b, sodass a? und —b% — 1 in derselben Kongruenzklasse
liegen, d.h. a*> = —b? — 1 + np fiir ein n € Z. Dann gilt

2 2
pgnp:a2+b2+12+02§2<T> —|—1<%—|—1<p2.

Daher ist 1 < n < p. Es sei nun m die kleinste positive ganze Zahl, fiir die mp Summe von
vier Quadraten ist, es sei also

2 2 2 2

Wenn gezeigt werden kann, dass m = 1 sein muss, ist der Beweis erbracht. Dies wird durch
Widerspruch gezeigt, wir nehmen also m > 1 an. Wegen der Minimalitétseigenschaft gilt
m < n und daher 1 < m < p. Man kann nun ganze Zahlen y; derart wéhlen, dass

y;i = x; mod m
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und —m/2 < y; < m/2 fiir alle 7. Dann folgt
Yyl tystyl=al+ai+al+al=0 modm

und daher mr = y? + y2 + y2 + y? fiir eine ganze Zahl r > 0. Falls r = 0, so sind alle y;
gleich 0 und damit jedes z; durch m teilbar, womit m?|mp im Widerspruch zu 1 < m < p
folgen wiirde. Also ist » > 1 und

mr=yi+vs + 3 +y; < 4(m/2)> =m’.

r = m gilt nur, falls alle y; gleich m/2 sind. Dann wire aber wieder mp durch m? teilbar,
was unmoglich ist. Daher gilt 1 < r < m. Nun verwenden wir wieder das Lemma 5.2 und
erhalten

m*rp = (mp)(mr) = (x7 + 23 + 25 + 23) (45 + v5 + ¥3 + v3)

2 2 2 2
:Zl +Z2+Z3+Z4,

wobei sich die z; wie in der Formulierung des Lemmas ergeben. Wegen y; = x; mod m folgt
aus diesen Gleichungen z; = 0 mod m fiir alle i. Daher kann man w; = z;/m setzen und
erhalt

rp = wi + wi + w3 + w;

mit 1 <7 <m, im Widerspruch zur Minimalitidt von m. U

BEMERKUNG: Legendre konnte 1798 zeigen, dass jede natiirliche Zahl, die nicht von der
Form 4%(8b+7) ist, sogar als Summe dreier Quadrate geschrieben werden kann. Der Beweis
wird meist mit Hilfe quadratischer Formen gefiihrt (siehe etwa [21], S.7ff.). SchlieBlich ldsst
sich eine natiirliche Zahl n genau dann als Summe von zwei Quadraten schreiben, wenn
jeder Primfaktor der Form 4m + 3 in der Primfaktorzerlegung von n mit einer geraden
Potenz vorkommt (siehe z.B. [14], S.45 f.).



Kapitel 6

Die Ungleichung von Weyl und das
Lemma von Hua

Die wesentlichen beiden Hilfsmittel im Beweis der asymptotischen Formel von Hardy und
Littlewood sind die Ungleichung von Weyl und das Lemma von Hua, die zur Abschitzung
von Exponentialsummen dienen und auch in anderen Bereichen der analytischen Zahlen-
theorie Anwendung finden. Diese beiden Hilfsmittel werden nun in diesem Kapitel am Ende
einer Folge von Lemmata bewiesen, bevor auf den eigentlichen Beweis im folgenden Kapitel
eingegangen wird. Die Beweisschritte folgen dabei im Wesentlichen jenen in [21]. Zunéchst
folgen einige Resultate {iber den Differenzoperator A,.

6.1 Der Differenzoperator
Definition 6.1 Der (Vorwirts-) Differenzoperator A, ist durch
Ag(f)(z) = flz+d) - f(z)
definiert. Durch wiederholte Anwendung erhélt man den iterierten Differenzoperator A,

Ad dledlo---oAd1-

Lyenns
Weiters sei A() der [-fach iterierte Differenzoperator Ay, d.h. AD = A; .
Lemma 6.1 Es sei [ > 1. Dann gilt

AU a) = Y0 () ) (6.1)

J

7
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Beweis: Durch vollsténdige Induktion. Fiir [ = 1 ist die Giiltigkeit der Formel offensichtlich.
Der Induktionsschritt ergibt sich in folgender Weise:

A (f) (@) = AO(f) (& +1) = AD(f)(a)

§=0 3=0 J
I+1 ! ]
=S ()i - e (D) s
=1 J =0 J
_ l l
— 10+ 0 () (0)) s - 1
7=1
I+1
(41
=3 () )
=0 J
O
Lemma 6.2 Es sei 1 <[ < k. Dann gilt fiir den iterierten Differenzoperator
k! o
Adl ..... dq (I,Ek) = Z 76%1 dgl{,EJ = d1 P dlpk,l(x), (62)
JoJ1seesl J ‘71 ]

wobei die Summe iiber alle 7, j,..., 5, mit j+j;+...+ 75, =k und 5 > 0, j; > 1 geht und
pr_i(x) ein Polynom vom Grad k — [ mit Leitkoeffizient k(k —1)...(k—1+1) ist. Sind die
d; ganze Zahlen, dann ist p,_;(z) ein ganzzahliges Polynom.

Beweis: Wieder mittels Induktion nach [. Fiir [ = 1 folgt das Ergebnis unmittelbar aus
dem binomischen Lehrsatz. Fiir den Induktionsschritt erhalten wir

k!
kY __ k _ § ]1 i
Adl+1 ..... dy (flj ) - Adl+1 (Adl ..... dq ('ZE )) - m|] ] d d A.7l+1( )
Mt j1 4 tfi=k 1 b
m>0,j; >1
k! . m)
_ ]1 71 Ji+1 J
= 2 mlj!... ! KRRUDY i1 i
m+j1+...+5=k Jir1t+i=m
m>0,5;>1 J20,5j4121
k!
= E 1 ) 'dl djld{f:—ll ‘7.
JJ1e -« Ji-Ji+1-

J+ii+-Fhi1=k
720,5;>1

Korollar 6.3 Fiir £ > 2 gilt

d1+...+dk_1)‘
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Lemma 6.4 Esseil > 1 und f(z) = az® +... ein Polynom vom Grad k. Dann gilt

(dy...d) (k(k—1)...(k—1+1)az*"+ ... (6.4)

&
&
=
&
I

Beweis: Folgt aus der Linearitét des Differenzoperators und den vorangegangenen Lemma-
ta. U

Lemma 6.5 Essei 1 <[ < k. Wenn —P <dy,...,d;,,x < P, dann gilt die asymptotische
Abschétzung
Adla---ydl (‘rk) < Pk’ (6'5)

wobei die implizierte Konstante nur von £ abhéngt.

Beweis: Aus dem Lemma 6.2 folgt

! ) .
D S

15,1 |
i gk T
j20,5,>1

SZLP’“

itk DI I
j2>0,5;>0

= (I+1DFPF < (k+1)*PF < P,

.....

O

6.2 Norm einer reellen Zahl und Exponentialsummen
Ich beginne mit einem kurzen Beweis des beriihmten Dirichlet’schen Approximationssatzes:

Lemma 6.6 (Dirichlet) Sind a und @ reelle Zahlen mit Q > 1, so gibt es teilerfremde
ganze Zahlen a und ¢ < @), sodass

< 1

9@
Beweis: Es sei N = [@Q]. Angenommen, es wire {qa} € [0,1/(N + 1)) fiir eine positive
ganze Zahl ¢ < N. Setzt man dann a = [ga, dann ergibt sich

‘ a
q

(6.6)

1
0< = qa— —qa—a<
<{qa} =qga—|ga] =qa —a N1
und damit
‘ a‘ < 1 < 1 < 1
o— — —_— < — < .
ql  q(N+1)  qQ ~ ¢?

Analoges folgt, wenn {ga} € [N/(IN + 1),1) gilt. Wir nehmen nun an, es wire {qa} €
[1/(N+1),N/(N+1)) fiir alle ¢ < N (andernfalls sind a, g bereits gefunden; sind sie nicht
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teilerfremd, so dividiert man einfach durch den grofiten gemeinsamen Teiler). Dann liegt
jede dieser Zahlen in einem Intervall der Form [i/(N+1), (i+1)/(N+1)) fiir 1 <i < N—1.
Nach dem Schubfachschlussprinzip gibt es damit ¢;, ¢ < N, sodass {¢;a} und {ga} im
gleichen Intervall liegen. Damit folgt aber |{¢ia} — {ga}| < 1/(N + 1) und daher mit
¢=¢ —q und a = |gal — |gal:

1
N+1°Q

lga = a = (g2 = [@20]) = (e = 1)) = Hge0} = {na}] <

Es folgt die Definition der Norm sowie einige ihrer Eigenschaften:

Definition 6.2 Die Norm einer reellen Zahl « ist der Abstand zur néchsten ganzen Zahl,

d.h.
o]l = min({a},1 - {a}). (6.7)
BEMERKUNG: Man kann damit « in der Form o = n + ||o| fiir ganzzahliges n schreiben,
womit
| sinTa| = sin 7 |||
folgt. Die Norm erfiillt weiters die Dreiecksungleichung, d.h.
e+ Bl < llal| + [I5]l-

Lemma 6.7 Fiir 0 < o < % gilt die Ungleichung

2a0 < sinTma < Tav. (6.8)
Beweis: Die zweite Ableitung der Funktion f(z) = sinwx ist —7?sin7z, was auf dem
Intervall (0,1) strikt negativ ist. f ist daher auf diesem Intervall konkav und liegt somit
zwischen der Sehne zwischen 0 und % und der Tangente in 0. U

Lemma 6.8 Es sei (wie auch im Folgenden) e(t) = €2™. Fiir o € R und natiirliche Zahlen

Ny < N, gilt
N»

Y e(an) < min(Ny — Ny, [Jaf| 7). (6.9)

n=N1+1
Beweis: Da fiir alle reellen Zahlen |e(t)| = 1 gilt, folgt die Abschitzung durch Ny — Nj in
trivialer Weise. Andererseits bilden die e(an) eine geometrische Reihe, und daher gilt auch

Z e(om)‘ = le(a(N; + 1)) _z:_ e(a)”
- E(Q(NQ — Nl)) — ]_‘
e(a) —1
2 2

S Te@) =11 Je(@/2) — e(—a/2)]
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B 2 B 1

~ |2isinTa|  |sinmal

1 1
sinlal| ~ 2[|al

O

Lemma 6.9 Es seien @ € R und q, ¢ teilerfremde ganze Zahlen mit ¢ > 1. Wenn |« — %| <
q%, dann gilt

1
Z Tarl] < qloggq. (6.10)
1<r<q/2

Beweis: Fiir ¢ = 1 ist das Lemma offensichtlich erfiillt, da beide Seiten gleich 0 sind.
Daher kénnen wir ¢ > 2 annehmen. Nun gibt es zu jeder ganzen Zahl r ein s(r) € Z mit
0 < s(r) < ¢/2 und ein m(r) € Z, sodass
s(r)  |ar
q q
Nachdem a und ¢ teilerfremd sind, gilt s(r) = 0 genau fiir r = 0 mod ¢, also ist s(r) > 1
fiir 1 <r < q/2. Es sei

= i(% - m(r))

q

fiir ein 6 € [—1,1]. Dann folgt

wobei 0| = |20r/q| < 0] < 1. Damit folgt nach der Dreiecksungleichung fiir die Norm

lar] = | - 7
ar| = q 2q
H() H—H

q
(__i>i
q 29 — 2q

Sei nun 1 < r; <1y < q/2. Es zeigt sich, dass s(r1) = s(ry) bereits 1 = ry impliziert: aus
s(r1) = s(rq) folgt ndamlich
| == (5~ meo) == (5 = mira)) = |72
q

und damit ar; = £ary mod ¢. Da a und ¢ teilerfremd sind, muss damit r; = 475 mod ¢
gelten, was nur fiir r; = ry moglich ist. Damit folgt, dass

(I5lersrg)=Eansr )= (5reosy
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und somit

1 1 1
2 el = 2 oL 2 i

1 s _ L
1<r<q/2 1<r<q/2 ¢ 2_ 1<s<q/249 %
1
=2 <2 - .
q E q E 5 < qlogq
1<s<q/2 1<s<q/2

82

O

Lemma 6.10 Es seien a € R und q, ¢ teilerfremde ganze Zahlen mit ¢ > 1. Wenn |04—%| <

q%, dann gilt fiir alle reellen Zahlen V > 0 und alle ganzen Zahlen h > 0

1
| K<V +qloggq.
2“4 fath ) <V atoss
Beweis: Es sei Wledera——+ fiir ein 0 € [—1,1]. Dann folgt
6h 6
(hq+r)—ah+% —+—§
q q q
6h 6n}y 0
:ahjLﬂjL—L [ +4 }+—Z
q q q
:ah+ar+wi;j+5(r)’

(6.11)

wobei —1 < 6(r) = {6h} + %r < 2. Zu jedem ganzzahligen r € [1, q] gibt es ein eindeutiges

ganzzahliges ', sodass

{a(hg + 1)} = ar + [0h] +6(r) "

q
Esseite[0,1— é] beliebig. Falls

1
t<Aalhg+r)} <t+ -,
q

dann folgt
gt <ar—qr'+ [0h] +6(r) < qt + 1.

Damit erhalt man dann einerseits
ar —qr' < qt —[0h] +1—06(r) < qt — [0h] +2

und andererseits
ar — qr' > qt — |0h] — 6(r) > qt — |Oh] — 2.
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Also liegt ar — ¢r' in einem halboffenen Intervall J der Liange 4, ndmlich
J = (qt — [0h] — 2,qt — |Oh] + 2].

Dieses Intervall enthilt genau 4 verschiedene ganze Zahlen. Falls 1 < r; < ry < ¢ und
ary — qry = ary — gqrh, dann folgt ar; = ary mod ¢, damit wie zuvor r; = ry mod ¢ und
schliefllich r; = r,.

Also sind alle ar — gr’ paarweise verschieden, und somit gibt es fiir beliebiges ¢ € [0,1 — é]
hochstens vier verschiedene r € [1, q], sodass {a(hq+ 1)} € [t,t + 5]

Als néichstes bemerken wir, dass |laqg + r|| € [t,t + 5] genau dann gilt, wenn entweder
{ag+r1} €t t+ %] oder {aqg +r} € [t',t' + %] firt =1—t— %. Daher gibt es hochstens
acht verschiedene r € [1,¢|, sodass ||aqg + r|| € [t,t + é]

Setzen wir insbesondere J(s) = [2, %], dann gilt |lag + r|| € J(s) fiir hochstens acht
verschiedene 7.

Falls ||ag + r|| € J(0), so verwenden wir die Ungleichung

1
min (V,——— ) <V,
( ||a(hq+r)||>

ansonsten (wenn also |lag + r|| € J(s) fiir ein 1 < s < ¢/2) die Ungleichung

: 1 1 q
min (V, < <-.
( ||04(h(J+7")||) lalhg+1)|| ~ s

Fassen wir diese Ungleichungen zusammen, so erhalten wir

1 q
mln( 7)§8V+8 - <KV +qlogg.
Z le(hg + )| 2 s

1<s<q/2

O

Lemma 6.11 Esseien a € R und a, g teilerfremde ganze Zahlen mit ¢ > 1. Wenn |a——| <
an dann gilt fiir alle reellen Zahlen U > 1 und alle ganzen Zahlen n > 1

2 m (k [ 1k||> <<< +U+Q> log(2qU). (6.12)

1<k<U

Beweis: Wir schreiben £ in der Form &k = hqg + r, wobei 1 <r < qund 0 < h < %. Dann

gilt
./n 1
5= 3 min (7 fazy)

1<k<U

<22 mm(hq+r ||a<hq+r>||)

0<h<U/q 1<r<q
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Falls h =0 und 1 < r < ¢/2, dann erhalten wir aus Lemma 6.9
1 1
Z mm(n ) < Z —— K qlogq.
s larf}/ = 2=, llarl
Die iibrigen Terme werden mittels
1 2
<
hg+r ~(h+1)q

abgeschitzt, was fiir h > 1 oder h = 0, r > ¢/2 in offensichtlicher Weise folgt. Damit ergibt
sich nun

n 1
S<qlogg+ me((h+1)q ||oz(hq+7“)||)

0<h<U/q1<r<q

Die innere Summe kann mittels Lemma 6.10 abgeschitzt werden, wobei V' = m gesetzt
wird. Dann folgt
n
S < qlogq + I+ qlogg)
glogg+ Y g s
0<h<U/q
U n 1
1 (= +1)al L _—
< qlogq+ q+ qlogq+ Z ]
0<h<U/q
n U
<L qlogq+Ulogq+ qlogq + Elog (E + 1)
n
< (5 + U+ q) log(2qU),
da offenbar %4— 1< U+ q<2qU ist. O

Lemma 6.12 Esseien a € R und a, ¢ teilerfremde ganze Zahlen mit ¢ > 1. Wenn |a——| <
an dann gilt fiir alle reellen Zahlen U und n

Z min ( T kH) (q +U+n+ %) max(1,logq). (6.13)

1<k<U
Beweis: Der Beweis erfolgt im Wesentlichen wie der vorherige. Es gilt

S = Zmin( |k||) Z me( m>

1<k<U 0<h<U/q1<r<q

< qlogq+ Z (n+ Z g)

0<h<U/q 1<s<q/2

< qlogq + Z (n+ qlogq)
0<h<U/q

U
< qlogq+ (E +1>(n+qlogq)
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Un
<<qlogq+Ulogq+n+7

U
< (q +U+n+ 771) max(1,logq).

O

Im Folgenden wird nun mit [M, N] das Intervall ganzer Zahlen m bezeichnet, fiir die
M < m < N gilt.

Lemma 6.13 Es seien Ny, Ny, N ganze Zahlen mit N; < Ny und 0 < Ny — Ny < N. Ist
f(n) eine reellwertige arithmetische Funktion und S(f) definiert durch

S(fy= Y elf(n)), (6.14)
so gilt
= Y Sa(f), wobei Sq(f) = Y e(Au(f)(n)). (6.15)
|d| <N nel(d)

Hierbei ist I(d) ein Intervall aufeinanderfolgender ganzer Zahlen, das in [N; + 1, Ns| ent-
halten ist.

Beweis: Fiir d € Z setzen wir I(d) = [Ny +1—d, Ny —d] N[Ny + 1, Np]. Dann erhalten wir
die folgende Gleichungskette:

SHE=SHSH =3 e(fm) S eFm)

n= N1—|—1m Ni+1
N2 n
= E > fn+d)— f(n))
n—= N1—|—1d Ni+1—-n
N2 n
n= N1+1d Ni+1-n
—N1—1

=ZZ

d=—(N2—N1—1)n€il(d

=2 2«

|d|<N nel(d
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Lemma 6.14 Es seien Ny, No, N ganze Zahlen mit Ny < Ny und 0 < Ny — Ny < N.
Ist [ > 1 eine ganze Zahl, f(n) wieder eine reellwertige arithmetische Funktion und S(f)
definiert wie zuvor, so gilt

SO <N D Saan (), (6.16)

|di|<N |di|<N

wobei

St (F) = D> €D (f)(0)). (6.17)

nel(dy,e...d1)

Hierbei ist I(dy, . .., d;) ein Intervall aufeinanderfolgender ganzer Zahlen, das in [N, +1, Ny]
enthalten ist.

Beweis: Durch Induktion nach [. Fiir [ = 1 ergibt sich die Behauptung aus dem vorigen
Lemma. Fiir den Induktionsschritt verwenden wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

SOP = (1SDOF) < (@ Y oY 1Sua (D)

|d1|<N |di|<N

e (Y (a0

|di|<N || <N

|di|<N |di|<N
Nach dem vorigen Lemma gibt es ein Intervall

I(dypyq,dy, ..., dy) CI(dy,...,dy) €[Ny +1, Ny,

sodass
2
St DE=] D0 elBaar (F)()
TLGI(dl ..... d1)
= Z Z e(Adl+17dl7“'7d1 (f) (n))
|dl+1‘<N TLGI(dl+1,dl ..... dl)
= Z Sy dyyennds ()
ldi1]<N
Durch Einsetzen in obigen Ausdruck ergibt sich das Gewiinschte. O

Lemma 6.15 Essei k > 1, K = 2*=! und & > 0. Weiters sei f(z) = ax®+... ein Polynom
vom Grad k mir reellen Koeffizienten. Fiir den Audruck

S(f) =Y _e(f(n)) (6.18)

n=1
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gilt die Abschitzung

kINF-L
IS < NE71 4 NEZF= N min(N, [Jma| ), (6.19)

m=1
wobei die implizierte Konstante nur von k£ und ¢ abhéngt.

Beweis: Wenden wir das vorherige Lemma mit [ = £ — 1 an, so erhalten wir

|S(f)|K§ (QN)Kik Z Z |Sdk—1 ----- d1(f)|

‘d1|<N ‘dk,1‘<N

Dabei ist

Sdk—l:---ydl (f) = Z e(Adk—l,---,ﬂh (f)(n))7

nEI(dk_l,...,dl)

und I(dg_1,...,d;) ein Intervall ganzer Zahlen, das in [1, N] enthalten ist. Wegen |e(t)| = 1
fiir alle reellen t folgt unmittelbar die obere Schranke

A< D e (H)(0))] < N

’I’LEI(dk,1 ..... dl)

.....

Nun wissen wir aus Lemma 6.4, dass (k — 1)-malige Anwendung des Differenzoperators auf
f ein lineares Polynom erzeugt, das die Form

Adk—l ~~~~~ dy (f) ({B) =Ar+ [

mit A = dj_1...dikla hat. Es sei nun I(dy_1,...,d;) = [Ny + 1, Ny fiir gewisse 0 < Ny <
Ny < N. Nach Lemma 6.8 haben wir dann

St D= X Bt (D))

nEI(dk_l ,...,dl)

N» N»
:‘ Z e()\n+ﬁ)‘:‘ Z e()\n)‘
n=N1+1 n=N1+1
1 1

< = .
M Nldk—1 - . dikla]]
Damit folgt zunéichst
0 (f)] < min(N, ||dg—y ... di k)™

.....

und durch Einsetzen

SO < N E Y00 Y St ()]

‘d1‘<N ‘dk,1‘<N

<N YT min(N, [|di . dikla]| 7).

‘d1‘<N ‘dk_1‘<N
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Es gibt hochstens (k—1)(2N) 2 verschiedene (k—1)-tupel dy_1, ..., dy, fiir die das Produkt
dy_1...d kla gleich 0 ist. Fiir diese verwenden wir die Abschétzung durch N und erhalten
weiter

IS(HF < @N)H(E - 1NN+ N R 3" 0 Y min(N, [y . . dikle]| )
1<|d1|<N 1<|dp—1]<N
< EQEN)ET 42K INETE NN min(N, [[dgy - dikle]| )
1<|d1|<N 1<|dp—1|<N
K NPE NN YT min(N, [dg—y - dikle]| 7Y,

I<ldi[<N  1<]dg_1|<N

wobei die Konstante nur von k abhéngt. Dariiber hinaus gilt stets 1 < |dg_1...dik!| <
E!N*=1. Wenn gezeigt werden kann, dass die Anzahl der Darstellungen von 1 < m < k!N#~!
in der Form |dj_; ...dk!| asymptotisch durch m®/(~1) < N¢ abgeschiitzt werden kann,
dann folgt

IS(HF < N4 NEEN" 0 Y min(N, [y - .. diklal| )
1<|d1|<N 1<|dp—1|<N
EINk-1
< NK-1 4 NK-kte Z min(N, ||mal| ™),

m=1

was zu beweisen war. Dazu verwenden wir, dass die Anzahl der Teiler 7(m) einer Zahl m
durch 7(m) < m® fiir beliebiges § > 0 abgeschiitzt werden kann (siehe z.B. [13], S.111).
Wendet man dies auf § = ¢/(k — 1)? an, so erhilt man, dass es fiir jedes d; nur < m°
Moglichkeiten und damit insgesamt nur hochstens < mo* =1 = m#/*=1 mggliche Darstel-
lungen von m in der Form dj_;...d k! gibt. Die implizierte Konstante hingt tatsichlich
nur von € und £ ab. O

Satz 6.16 (Ungleichung von Weyl [39]) Es scien f(x) = ax®+... ein reelles Polynom
vom Grad k > 2 und a,q teilerfremde ganze Zahlen mit ¢ > 1, sodass |« — %| < q%. Wenn
wie 2uvor

N
S(f)y = elf(n)
n=1
ist, K = 281 und ¢ > 0, dann gilt
S(f) <<N1+E(N—1 +q—1 +N_kq)1/K, (620)

wobei die implizierte Konstante nur von k und ¢ abhdngt.

Beweis: Wegen |S(f)| < N ist die Abschitzung trivial, falls ¢ > N*. Daher konnen wir
1 < ¢ < N* annehmen. Dann folgt log ¢ < log N < N¢. Nach dem vorigen Lemma ergibt

sich
kINk-1

|S(IF < NET1 4 NEF N min(N, [Jma ).

m=1
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Nach Lemma 6.12 gilt aber

kINk—1 ] k
Z min(N, ||ma|™") <« (q—l— EINF=' 4 N + =
q
m=1

) max(1,log q)

NF
< (q + NF-1 4 7) log N
< N* (qN_k LN q_1>N5.
Kombiniert ergibt dies
SN < NA=1 4 NI (qNF 4 N7 )
< NK+= (quk L N! +q*1).
Durch Ziehen der K-ten Wurzel und Ersetzen von + durch ¢ folgt der Satz. O

Korollar 6.17 .

S(q,a) = Ze(axk/q) < g'mV KA (6.21)

=1

Beweis: Wende die Ungleichung von Weyl auf das Polynom f(x) = ax*/q und N = ¢ an.
Dann folgt unmittelbar

S(q,a) < q1+5(q—1 +q—k+1)1/K < ql—l/K-i—a‘
]

Korollar 6.18 Es sei £ > 2. Dann gibt es ein 6 > 0, sodass fiir beliebiges N > 2 und
beliebige teilerfremde ganze Zahlen a, ¢ mit N'/? < ¢ < N¥-1/2 gilt:

N

Z e(an*/q) < N'7°. (6.22)

n=1

Beweis: Wende die Ungleichung von Weyl auf das Polynom f(z) = ax*/q an. Dann folgt
unmittelbar

S(f) <<N1+8(N71_‘_q71_‘_N7kq)1/K
< N1+8(N71 +N71/2 _‘_Nfl/Q)l/K
< Nl*l/(?K)JrE < leé

fiir beliebig gewihltes 6 < 1/(2K). O
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Satz 6.19 (Lemma von Hua [11]) Fir k > 2 sei

T(o) =) e(an®). (6.23)

n=1
Dann gilt
1
/ IT(c)]*" do < N?*F+2, (6.24)
0

Beweis: Wir zeigen mittels Induktion, dass sogar fiir 1 < j < k die Abschétzung
1 _ .
/ T(a)]” do < NI+
0

gilt. Zunéchst behandeln wir den Fall j = 1. Hier gilt

/01 T () da = EN: i/ole(a(mk C)da N,

m=1 n=1

da nur die Glieder mit m = n etwas (jeweils 1) zur Summe beitragen, denn fol e(at) dt ist
0, falls £ # 0, und 1, falls t = 0. Fiir den Induktionsschritt verwenden wir Lemma 6.2:

Adj ..... dq (f) ({17) = Oédj R dlpk,j(x)

fiir ein ganzzahliges Polynom p;_; vom Grad k — j, sofern die d; ganze Zahlen sind. Wenden
wir weiters Lemma 6.14 mit Ny = 0, Ny = N und f(z) = az® (und somit S(f) = T(«))
an, so erhalten wir

T@)P <@N? 13 0> > oA () ()

|di|<N |di|<N nel(d,..., d1)

= (2N)¥ ! Z Z Z e(ad; ... dipp—j(n)),

|di|<N |di|<N ne€l(dy,...,d1)

wobei I(dy, ..., d;) ein Intervall aufeinanderfolgender ganzer Zahlen aus [1, N] ist. Damit
folgt dann

T()]” < 2N)? =713 r(d)e(ad),

wobei r(d) die Anzahl der Faktorisierungen von d in der Form
dj c. dlpk_j(n)

mit |d;] < Nund n € I(d;,...,d;) ist. Wegen d < N* (Lemma 6.5) und der Tatsache, dass
pr—j(x) fiir jedes y hochstens k — j y-Stellen hat, ergibt sich wie im Beweis von Lemma
6.15

r(d) < |d|¥/* < N*
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fiir beliebiges e, sofern d # 0. Da p,,_ nur hochstens k& — j Nullstellen hat, kann man r(0)
durch '
r(0) < N’

abschéatzen.

Andererseits schreiben wir |T(a)|?

7(@)* = T(@) T ()

in folgender Weise um:

= (;e(axk))Qj_l(;e(—axk))Qj_l
:;::1932212::1 Zﬂe(a<;zf Zyz))

wobei s(d) die Zahl der Darstellungen von d in der Form
2/-1 2/-1
Sk =) ab
i=1 i=1
ist. Dann gilt zunéchst
3 s(d) = [T(O) = N*

d
und nach Induktionsvoraussetzung

1 y y .
:/ IT()[? da < N? =9+
0

Fiigt man die beiden Abschitzungen fiir |7'(«)|? zusammen, so erhélt man

[ @ o= [ @ e do
< N?¥-i- 1/ Z (d")e(oud") Zs
=NZ Iy r(d)s(d)

d
= N (5(0)5(0) + Y r(d)s(d))
d£0
< N2jfj71NjN2j7j+8 + N2j7j71N5 Z S(d)

d#0
< N2j+1—(j+1)+a+N2j—j—1+aN2j < N2j+1—(j+1)+a‘



Kapitel 7

Die asymptotische Formel von Hardy
und Littlewood

Nun kommen wir zum eigentlichen Kern des Beweises von Hardy und Littlewood, in dem
die “circle method” zur Anwendung kommt. Es sei ry (V) die Zahl der Darstellungen von
N als Summe von s k-ten Potenzen. Im Gegensatz zum Partitionsproblem soll es hierbei
auf die Reihenfolge ankommen. Wenn gezeigt werden kann, dass 74 4(N) fiir hinreichend
grofles N stets positiv ist, wenn s geeignet gewihlt wird, dann folgt, dass jede natiirliche
Zahl als Summe einer beschrinkten Anzahl von k-ten Potenzen geschrieben werden kann.

Im urspriinglichen Beweis verwendeten Hardy und Littlewood die erzeugende Funktion

fly=>" (7.1)

n>1

fiir 7,1 (). Die erzeugende Funktion fiir ry (N) ist dann f(2)°, und wie schon fiir die
Partitionsfunktion erhélt man dann 7, (V) aus der Cauchy’schen Integralformel mittels

o[,

211 I ZNJFI

Tk,s (V) (7.2)

fiir einen geeigneten Integrationspfad C um 0. Dieses Integral muss nun abgeschétzt wer-
den.

Dieser urspriingliche Ansatz wurde von Vinogradov vereinfacht, indem er anstelle der er-
zeugenden Funktion f nur die abgeschnittene Reihe

pey= Y " (7.3)
n>1,nk<N

verwendete. Fiir m < N stimmen die m-ten Koeffizienten von p(2)* mit denen von f(2)*

iiberein, da alle Summanden in einer Darstellung von m < N ja < N sein miissen.

92
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Nunmehr ersetzt man z durch e(a) und erhélt ein trigonometrisches Polynom F(«) =
p(e(e)). Damit wird aus dem obigen Kurvenintegral aber ein Integral iiber dem Einheits-
intervall. Ist r,(cj\?(m) die Anzahl der Darstellungen von m durch s k-te Potenzen < N, so

folgt
sN

F(a) =Y iV (m)e(ma) (7.4)

m=0

und damit aufgrund der Orthogonalitétsrelation fiir e(n«a), ndmlich

/0 e(ma)e(—na) da = 6y, (7.5)

wobei §,,, das Kronecker-Delta bezeichnet,

rhs(m) = i) (m) = /0 F(a)*e(—ma) do (7.6)

fiir m < N und insbesondere fiir m = N. Das Integral iiber [0, 1] wird nun in zwei Teile ge-
teilt, in die “major arcs” 99t und in die “minor arcs” m. Letztere nehmen zwar einen weitaus
grofleren Anteil des Einheitsintervalls ein, das Integral iiber m ist jedoch vernachlissigbar,
wie sich herausstellt.

Definition 7.1 Es sei £ > 2, N > 2* und damit P := |[N'*¥] > 2. Wihle ein beliebiges
ve(0,1/5). Firl1 <g< P’ und 0 <a < ¢ mit (a,q) =1 setze

M(q,a) = {a €[0,1]: ‘a - g‘ < Pkly}. (7.7)

Die Menge 9t der “major arcs” ist dann definiert durch

U U M(q, a).

1<g<P¥ a=0
(a,q)=1

Die “minor arcs” bilden das Komplement in [0, 1], d.h. m = [0, 1] \ 9.

Die “major arcs” enthalten jene reellen Zahlen, die in gewissem Sinne nahe an rationalen
Zahlen liegen. Die (g, a) sind paarweise disjunkt, denn aus o € M(q,a) N M(¢', a') mit

4 3 & folgt

1<1<a a’<‘ a‘+‘ a’<2
p2v — qql — q ql > |a q Q ql — Pkfu’
was wegen P > 2 und k > 2 ausgeschlossen ist.
Offenbar gilt
1 a 1 a 1
IM(1,0) = [07 W]’ M(L,1) = [1 ~ P 1} und M(q, a) = [a TPy + B
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fiir ¢ > 2. Daher ist das Lebesgue-Mafl von 9

2 2 2 PY(P”+1) 2
AN = 5 > wle) < Py Y q= FE— < S (7.8)

1<q<P¥ 1<q<P?

was fiir P — oo nach 0 strebt.

7.1 Die “minor arcs”

Proposition 7.1 Es sei £ > 2 und s > 2¥. Dann gibt es ein §; > 0, sodass

/ F(a) e(—Na) da = O(P*=k=5), (7.9)

wobei die implizierte Konstante nur von s und k£ abhéngt.

Beweis: Nach dem Satz von Dirichlet (Lemma 6.6), angewandt auf Q = P*¥, gibt es zu
jedem reellen o eine rationale Zahl ¢ (a, q teilerfremd) mit 1 < ¢ < P¥~¥ und

< min (L i). (7.10)

folgt. Weiters muss wegen (7.10) P” < ¢ gelten, da sonst «a in (g, a) lige. Sei nun
K = 2*=1. Nach der Ungleichung von Weyl, angewandt auf f(z) = az*, gilt

1/K
F(a) <<P1+E<P*1+qfl+P7kq)
1/K
< P1+E (Pfl _'_Pfu _‘_Pfkpkfu)
< PI-I-E—V/K.

Durch Anwendung des Lemmas von Hua erhélt man nun

‘/ _Na) da—‘/ )2 F(a)? e(— Na)da‘

< [ IF@F ¥ |F@] do
m
1
< max|F(a)f* [ [F(@) da
acm 0

< (P1+57V/K)572kp2k7k+5
— Ps—k—51
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wobei
v(s — 2F)

K
fiir hinreichend kleines e positiv ist. ]

5y = —(s—2F+1)e

7.2 Die “major arcs”

Um die Funktion F'(«) in der Nihe rationaler Zahlen zu behandeln, werden Hilfsfunktionen
eingefiihrt, die wir zunéichst abschitzen wollen. Dazu wird partielle Summation benotigt:

Lemma 7.2 (Partielle (Abelsche) Summation) Esseien u(n)und f(n) arithmetische
Funktionen und U(t) := ), ., u(n) fiir alle reellen ¢ definiert. Fiir a,b € N mit a < b gilt
dann -

b
> un)f(n) =U(®)f(b) - Ula)f(a+1) Z Un)(f(n+1)— f(n).  (7.11)
n=a+1 n=a+1
Ist f(¢) auf einem Intervall [y, z] stetig differenzierbar, dann gilt zudem

Y uln)f(n) = U)f(z) = Uy)f(y) - /x U(t)f(t) dt (7.12)

y<n<z

Zum Beweis siehe etwa [9], S.91 f. und [21], S.304 f.

Lemma 7.3 Es sei

B) =) %ml/k_le(ﬁm) (7.13)
und i .
S(q,a) = Z e(ar®/q). (7.14)

Dann gilt S(g, a) < ¢' 5+ sowie v(8) < min(P, |31/, falls |8] < 1.

Beweis: Die Abschitzung fiir S(q,a) wurde in Korollar 6.17 gezeigt. Fiir v(f) betrachten
wir die Funktion f(z) = x'/%~1/k. Sie ist fiir 2 > 1 offensichtlich positiv, stetig und streng
monoton fallend. Daher gilt

Z ml/kl Zf
/f Ydx + f(1)

1
:Nl/’“—1+E<N1/’“<<P.
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Fiir |8] < 1/N gilt P < N < |3|7%/*%, und die Abschitzung ist bewiesen. Ist andererseits
1/N < |B] < 1 (womit |B|'/* <« P folgt), so sei M = [|8|']. Fiir M haben wir dann die
Ungleichung

M<m<M—|—1<N

Nun setzen wir U(t) = >, ., e(8m) und verwenden partielle Summation. Aus Lemma 6.8
wissen wir dabei, dass U(t) < [|8]|7! = |8

> () = FNU) — FODUOD - [ U0
m_+ 1/k—1 o
<<w<<|5|

< min(P, |]7*).

Damit ergibt sich schliefilich auch in diesem Fall

M N
o) = 3 Tmte(m) + 3 T e(5m)
m=1 m=M+1

< MYE £ min(P, |8)~"*) < min(P, |5]7'/*).
O

Lemma 7.4 Es seien ¢, a ganze Zahlen mit 1 < ¢ < P und 0 < a < ¢. Wenn o € M(q, a),
dann gilt

Fla) = 24 O‘)U(a - g) +O(PY). (7.15)

Beweis: Es sei = a — 2. Wegen a € M(qg, a) gilt dann [B] < P % und damit

Ple) = T 0() = 3 elam?) ~ TED 3 o' tegmy
" amk ~ S(g: ) M k=1,
= S e etmt) = HED S Lo
= > ulm)e(m)

wobei u(m) durch

u(m) = e(am/q) — (S(q,a)/q)k~'m'/*=1 m ist k-te Potenz
—(S(q,a)/q) k™ m!/* sonst
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definiert ist. Sei nun y > 1 beliebig. Wegen [S(a, ¢)| < ¢ gilt

q

> elam/a) =) e(ar*/q) Y 1

1<m<y r=1 1<m<y
m=r mod g
— ¥
= 5(g.0)(2 +0))
yS(g, a
- v5@.a) o)
q
Fiir ¢t > 1 folgt damit
Ut) =Y u(m)
1<m<t

— k S(q, a) Lo ik
= Z e(am”/q) — Z Em/

— tl/kS(Q7a) + O(q) _ S(Q: Cl) (tl/k + O(l)) _ O(q)

q

1<m<ti/k 1<m<t

q q

97

Nun wenden wir auf die Summe " _ u(m)e(fm) partielle Summation an und erhalten

> uim)

m=1

Proposition 7.5 Es

und

Dann gilt

n

u(m)e(fm) = e(BN)u - 2#26/ e(Bt)U(t) dt

= O(q) —2mif3 1 6(5t)0(q) dt
(

< q+|BINg = q(1 +[BIN)
< P'(1+ P *FPY) < P*.

sei

F(N) = / (8 e(=NB) db.

F(a)®e(—Na)da = &(N, P")J*(N) + O(PF=%),

wobei 09 =1 — 5 > 0.

(7.16)

(7.17)

(7.18)
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Beweis: Es sei a € 9M(q, a) und S wie zuvor. Wir setzen zunéchst

S(q,a)

V=V(x,qua)= v(B). (7.19)

Wegen |S(q,a)| < ¢ und |v(f)| < P (Lemma 7.3) gilt |V| < P. Auch fiir F' = F(«) gilt
|F| < P, und da nach dem vorigen Lemma F — V = O(P?) ist, folgt
F =V = (F=V)(F '+ P2V 4 4V
< P2VPS—1 — Ps—1+21/‘

Es wurde bereits gezeigt, dass das Lebesgue-Mafl von 90t durch A\(9) < P3~* abgeschétzt
werden kann. Daher folgt

/ |Fs o Vs| do < P3V7kpsfl+2y _ Psfkf&_)
m

mit 0o = 1 — 5v > 0, da zu Beginn v < é gewdhlt wurde. Wir ersetzen nun also F* im
Integranden durch V*, wobei nur ein Fehlerterm der Gréfenordnung P*~*7% entsteht:

[ Fere-Nayda= [ Vi ayet-Na ot o

Z Z/ V(a, q,a)’e(—Na)da 4+ O(P* %),

1<g<P¥ a=0
(a,g)=1

Fiir ¢ > 2 haben wir

a/q+pPv—F

/ Ve, q,a)’e(—Na) da :/ V(a, q,a)’e(—Na) da
m(% ) a

Ja—Pv—*

[ Ve gl -NG +ajg) s

_pv—k
Pufk

)'e(-Nafa) [ o(pye(-Ng)ap

—_pv—k

)se(—Na/q)J*(N).

q
und V(a,1,1) = v(a — 1). Daher ergibt sich hier

I
— /N
N
—
=
Q
S~—

= /OPD_ v(a)’e(—Na) da + /:PUk v(a —1)°e(—Na) da

:/0 7 v(B)*e(—NB) dﬁ+/ v(B)’e(=NB)dp = J*(N).

_pv—k

Durch Zusammenfassen dieser Gleichungen erhilt man das Gewiinschte. U
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7.3 Das singulire Integral

Das Integral /
1/2
Iy = [ u(pye-o) dg (7.20)

1/2

wird singuldres Integral (fiir das Problem von Waring) genannt.

Es unterscheidet sich nur im Integrationsbereich von J*(N), das in Proposition 7.5 vor-
gekommen ist. Wie sich herausstellt, fiihrt dieser Unterschied aber nur auf einen ver-
nachléssigbaren Fehlerterm, sodass man durch die Betrachtung von J(N) auf die Asymp-
totik von J*(NN) kommt.

Proposition 7.6 Es gibt ein §3 > 0, sodass J*(N) = J(N)+ O(P* *-%). Dariiber hinaus
gilt J(N) < P,

Beweis: Nach Lemma 7.3 gilt
1/2
IO < [ (P51 ds
0

1/N 1/2
= / min (P, |ﬁ|_1/k)s dpg +/ min(P, |ﬁ|_1/k)s ap
0 1

/N

1/N 1/2
= / Pdg+ | gt
0

1/N
Ps 1
_ 2s/k—1 i Ns/k—l)
v
< Psfk
sowie
sy - = | v(B)e(~NB) dB
Pr=k<|B|<1/2
1/2
< Bk adp
Pu—k
< P(l/—k)(l—s/k) — Ps—k—53
mit 03 = v(s/k —1) > 0. O

Lemma 7.7 Es seien « und [ reelle Zahlen mit 0 < 5 < 1 und a > (. Dann gilt

z_: mP YN —m)* ! = N‘”ﬁl% +O(N*), (7.21)

wobei die implizierte Konstante nur von 3 abhéngt.
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Beweis: Die Funktion g(z) = 27~ (IV —2)*~! ist positiv und stetig auf dem Intervall (0, N),
und es gilt
N N 1
/ g(x)dr = / 2 YN —2)* VN d = N‘“ﬂl/ 1 — 1)t
0 0 0

L(a)I'(B)

_ notB-1 _ nat+B-1
=N B(O[,B)—N F(()J—F/B)’

wobei B(a, ) die Beta-Funktion bezeichnet. Fiir o > 1 ist

g =g (T2 - 270 <o,

d.h. g(z) ist streng monoton fallend. Damit gilt dann aber

N N-1 N-1
/ g(x)dr < Z g(m) < / g(x)dx
1 — 0
und in weiterer Folge
N N-1 1
0< / g(z)dx — g(m) < / g(x)dx
0 — 0

1 1 Na—l
= / 2PN (N —2)* N da < Na_l/ 2P dy = ——.
0 0

Ist andererseits 0 < f < a < 1, dann folgt 0 < a+ < 2, und g(x) hat ein lokales
Minimum bei ¢ = % € [N/2,N). g(z) ist nun auf (0, c) streng monoton fallend und

auf (¢, N) streng monoton wachsend. Es folgen die Ungleichungen

m=1

und
LCJ C c Na_ 1
> gtm)> [ ga)dr> [ gta)ds -
— 1 0 B

sowie

N—-1 N

> gm< [ g

=lec|+1 ¢
und
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Damit folgt aber

N N-1 a-1 B—1 a-1
N N 2N

O</ g(x)dr — gim) < + < )
| 9lehds =3 glm) < S+ = — < =

Durch Kombination der Resultate ergibt sich die Behauptung. U

Proposition 7.8 Fiir s > 2 gilt

J(N) = r(1 + %)Sr(z)_lzvs/“ + O(NGD/E-L), (7.22)

Beweis: Wir schreiben J, (V) fiir J(N), um die Abhéngigkeit von s zu verdeutlichen. Der
Beweis folgt nun durch Induktion nach s. Aus

folgt
N N
v(B) =k D Y (. m) e (my + -+ my) B)
mi=1 ms=1
und damit
1/2
_ksz Z 1/’“/ e((my 4 ...+ my— N)B)dB
mip=1 ms=1 -1/2
=k Z (my ... my) kL,

1<m;<N
mi+...+mg=N

Fiir s = 2 verwenden wir Lemma 7.7 mit « = = 1/k und erhalten

N) — k72 Nz_:l ml/kfl(N i m)l/kfl
RO/ s
Tk N +O(N )

_ T+ 1/k)? e 1 1/k—1
7(2/@ N +O(N ).
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Fiir den Induktionsschritt formt man folgendermafien um:

1/2
Jon(N) = / v(B)™e(—NB) df

1/2

/ - (—NB)ds

/mi

1 lkfl 12 s
i / o(B)e(~(N —m)5)d5

1/2

m'/¥te(Bm)v(B)*e(—NB) df

quA

I
= iMz HMZ

ml/k_le(N —m)

| =

_ 1/k)8 Z 1m1/k_1(N _ m)s/k—l 4 O<Nz:1 lml/k—l(N _ m)(s—l)/k—l)'
(s/k) k —k

m=1
Wendet man Lemma 7.7 auf beide Summenausdriicke an (mit o« = s/k, = 1/k bzw.
a=(s— 1)/k, f = 1/k), dann ergibt sich

1/k—1(N . m)s/k—l _ (1/k)r(1/k)r(3/k)N(s+1)/k—1 4 O(Ns/k—l)

1
E T T((s+1)/k)

m=

beziehungsweise

l/k 1 N m)(s 1)/k—1 O(Ns/kfl).

3 =2
51

Zusammenfassend erhalt
(1/k ) (1/k)D(s/k) LA+ 1/k)° - (si1)1 s/h—1
TN = 5 Tagn o

_ '+ LR iy ket s/k—1
TG /k) N +O(N ).

7.4 Die singulidre Reihe

Neben dem Integralteil, der im letzten Abschnitt niher behandelt wurde, kam in der Zer-
legung von Proposition 7.5 die Funktion &(N, @) vor, die durch

= ) Ax(q) (7.23)

1<¢<@
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mit
vt = > (FY - nagy (7.21)

a=
(a,q)=1

definiert war. Wir ersetzen dies nun durch die Reihe
= Ax(g), (7.25)
q=1

die sogenannte singuldre Reihe. Wihlt man 0 < ¢ < 1/(sK), dann gilt fiir s > 28 +1 =

2K +1
S >1+i—55—1+5
K > K B !

fiir 64 = 1/K — se > 0. Aus Lemma 7.3 wissen wir, dass S(q,a) < ¢'~"/%*¢ und damit

S(qia’) S Se 1
Axta)l < o(Z77) < g < o

gilt. 6(N) kann somit mittels (1 + d4) abgeschitzt werden und konvergiert daher abso-
lut und gleichméBig beziiglich N. Es gibt somit eine Konstante ¢, (die nur von k£ und s
abhéingt), sodass |&(NV)| < ¢, fiir alle N. Weiters zeigt sich, dass der Fehler, der beim
Ersetzen von &(N, P¥) durch &(NN) entsteht, klein ist, denn es gilt

1
S(N) = S(N,P) =D Aulg) < Y -5 < P (7.26)
q>P? q>PY q
Der letzte Schritt in der Herleitung der Formel von Hardy und Littlewood besteht darin, die

Existenz einer unteren Schranke ¢; > 0 fiir §(V) herzuleiten. Dies geschieht mit Methoden
der elementaren Zahlentheorie.

Lemma 7.9 Es seien ¢ und r teilerfremd. Dann gilt
S(gr,ar +bq) = S(q,a)S(r,b). (7.27)

Beweis: Da ¢ und r als teilerfremd vorausgesetzt wurden, sind die Mengen {zr : 1 < x < ¢}
und {yq : 1 < y < r} vollstindige Restsysteme modulo ¢ bzw. r. Jede Kongruenzklasse
beziiglich ¢r kann nach dem Chinesischen Restsatz eindeutig in der Form xr + yq geschrie-
ben werden, wobei 1 <z < ¢ und 1 <y < r gilt. Es folgt damit

_ zq: e((ar+bq)(w+W)k>

qr
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Lemma 7.10 Sind ¢ und 7 relativ prim, dann gilt

An(gr) = An(q)An(r), (7.28)
d.h. Ay ist multiplikativ.

Beweis: Wenn ¢ und ¢r teilerfremd sind, dann gilt ¢ = ar + bqg mod ¢r fiir gewisse a, b mit
(a,q) = (b,r) = 1. Unter Verwendung des vorigen Lemmas folgt damit

An(gr) = zqr: <7S(qr, C))Se< - ﬂ)

qr qar

(c,qr)=1

_ Z Z ( (gr, ar+bq)) 6<_(a1"+bq)N>

SRt
- 30 3 () (BEy (- e - 2)
st o

=3 (B 2F) 3 () e(- )

a=1 b=1
(a,q)=1 (b,r)=1

= An(g)Ax(r).

Lemma 7.11 Fiir ¢ € N bezeichne My(q) die Zahl der Losungen von

. +2" =N modq (7.29)
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mit ganzen Zahlen x; und 1 < x; < ¢. Fiir eine Primzahl p ist die Reihe xy(p) durch
p)=1+> Ax(p") (7.30)
h=1

definiert. Gilt wieder s > 2¥, dann konvergiert yy, und es gilt

. My (p")
(p) = lim ey

(7.31)

Beweis: Die Konvergenz von yy(p) ergibt sich ebenso wie die Konvergenz von G(N) aus
der Abschiitzung von Ay (p"). Ist (a,q) = d, dann folgt

sta.a = 3e(F) = o)
q/d

_dz (“/d ) = dS(a/d.a/d).

Wegen
lq (@)_ 1 m=0 modg
¢=\4) 70 m#0 modg
gilt
lq (a(x’f+...+x’;—N))_ 1 zf+...+2"=N modq
q“ ‘ q )0 b4+ 42PN modg
und damit
q q q k _
MN(q):Z.. Zéze(a(m—k q+:v N))
r1=1 rs=1 a=1
I - & azh ! az® —aN
= 2 () e () ()
a=1 z1=1 rs=1
1< s (—alN
:5015((],@)6( . )
9 J—
:22 Z S(q,a)%( aN)
d|q(aq—)ld
d)N
LSS sy ()
dlq

(aq) d
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= /d, a/d —(a/d)
- z;(;( q ) ( (q/d)N)

=q* 'Y An(q/d).

dlq

Es folgt insbesondere fiir ¢ = p”

p"UIMy (") = An(p"/d) _1+ZAN

d|ph
und damit im Grenzwert
h
o (p) = fim (143" Ax(p)) = lim p"* )0y ().
j=1

Lemma 7.12 Fiir s > 2% ist
=[Txv(p
P
Dariiber hinaus gibt es eine Konstante cy, die nur von k£ und s abhéngt, sodass
0< G(N) < ¢y

fiir alle N, und es gibt eine Primzahl pg, die von k£ und s abhéngt, sodass

1/2 < J] xn(p) <3/2

P>Po

fiir alle N > 1.

106

(7.32)

(7.33)

Beweis: Es wurde bereits gezeigt, dass fiir s > 2% die Abschiitzung Ay(q) < ql+54 gilt,
wobei d, von k und s abhéngt. Damit konvergiert die Reihe absolut und gleichmafig, und
auch das Eulerprodukt konvergiert und stimmt im Wert iiberein (vgl. [21], S.325 ff.), d.h.

=[x~

Insbesondere ist yn(p) # 0 fiir alle N, p. Aufgrund der Charakterisierung von xn(p) im
vorigen Lemma ist xn(p) nichtnegativ und damit sogar strikt positiv. Also gilt dies auch

fiir §(N). Auch die Abschéitzung von oben wurde bereits erwihnt. Zudem gilt

1
IXn(p) — 1] < Z [An(p")| < Z h(+00) S pltas
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Damit gibt es eine Konstante ¢, die nur von k£ und s abhéngt, sodass

e <xn(p) <1+

p1+64 )
Da die unendlichen Produkte ] (14cp~'=%) konvergieren, muss fiir eine gewisse Primzahl
po die Abschitzung (7.33) gelten. Damit ist alles bewiesen. O

Wir wollen zeigen, dass &(N) auch von unten durch eine von N unabhingige Konstante
c1 > 0 abgeschétzt werden kann. Nach dem soeben bewiesenen Resultat (7.33) geniigt es
dafiir, zu beweisen, dass yy(p) fiir alle Primzahlen p gleichméflig in NV von unten beschrénkt
werden kann.

Lemma 7.13 Es sei p eine Primzahl, m eine nicht durch p teilbare natiirliche Zahl. Es
seien 7 > 0 und kg derart, dass k = p"kq und (p, ko) = 1. Definiere ~ durch

)t +1 p>2
7= T+2 p=2.

Ist die Kongruenz ¥ = m mod p” lésbar, dann auch die Kongruenz y* = m mod p” fiir
alle h > ~.

Beweis: Zunéchst sei p # 2. Dann gilt flir h > y=7+1

(ko) = (kop™, (p — Dp" ") = (ko,p — 1)p” = (k, 0(p")).

Die Gruppe der relativ primen Restklassen modulo p” ist zyklisch mit Ordnung ¢(p") =
(p—1)p"~" (siehe z.B. [13], S.49ff.) und hat daher einen Erzeuger g, eine sog. Primitivwurzel.
Diese ist dann auch Primitivwurzel modulo p”. Erfiillt 2 die Kongruenz ¥ = m mod p”,
dann sind & und p relativ prim. Man kann daher r und u derart withlen, dass x = ¢* mod p"

und m = ¢" mod p" gilt. Die Kongruenz, die z erfiillt, entspricht nun der Kongruenz
ku=r mod ¢(p7).

Daraus folgt » = Omod (k, p(p?)) oder r = Omod (k, o(p")). Somit gibt es auch eine
natiirliche Zahl v, sodass
kv =7 mod p(p"),

woraus sich y¥ = m mod p" fiir y = ¢* ergibt.

Nun sei p = 2. Damit miissen m und x ungerade sein. Fiir 7 = 0 ist auch k£ ungerade.
Dann durchliuft y* mit y alle ungeraden Kongruenzklassen modulo 2", und damit gibt
es auch eine Losung der Kongruenz y* = mmod 2". Ist 7 > 1, dann ist k£ gerade und
m = z¥ =1 mod 4. Wegen (—)* = 2 kann man annehmen, dass auch z = 1 mod 4 gilt.
Es ist bekannt (siehe wiederum [13]), dass die Kongruenzklassen modulo 2", die = 1 mod 4
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sind, eine zyklische Gruppe der Ordnung 2"~2? mit Erzeuger 5 bilden. Wihle r und u so,
dass z = 5" mod 2" und m = 5" mod 2" gilt. Die Kongruenz von x entspricht dann

ku=r mod 2772
Wie zuvor ergibt sich wegen
(k,2"72%) = (ko2",2"7%) = 27 = (k,277),

dass auch ein v mit
kv=r mod 2"2
existiert, woraus sich wiederum y* = m mod p” fiir y = 59 ergibt. ]

Lemma 7.14 Es sei p eine Primzahl, v wie zuvor. Wenn ganze Zahlen a4, . . ., a, existieren,
die nicht alle durch p teilbar sind, und fiir die

a¥+...+ad"=N modp (7.34)

gilt, dann ist
xn(p) > p’1=%) > . (7.35)

Beweis: Es gelte 0.B.d.A. a; Z 0 mod p. Sei h > 7. Zu jedem i € {2,..., s} gibt es ph?
paarweise inkongruente (modulo p") z;, fiir die z; = a; mod p? gilt. Die Kongruenz

¥ =N—2b— .. —2% modp’

ist nach Voraussetzung l6sbar (mit z; = a;). Nach dem vorigen Lemma gibt es daher zu
jedem (s — 1)-tupel (z,...,z5) ein z1, sodass
¥ =N—ab— ... — 2" modp".

S

Daraus folgt unmittelbar My (p") > p"=7(=1 und folglich

My (p")

xXn(p) = Jim Py > pr1=9) > (.
O
Lemma 7.15 Ist s > 2k (k ungerade) bzw. s > 4k (k gerade), dann gilt
xn(p) > p% > 0. (7.36)
Beweis: Nach dem vorigen Lemma geniigt es, die Losbarkeit der Kongruenz
"+ ... +ad" =N mod p” (7.37)

nachzuweisen, wobei nicht alle a; durch p teilbar sein sollen. Ist N nicht durch p teilbar, so
gilt dies automatisch, ansonsten setze a, = 1. Es geniigt daher, die Existenz einer Losung
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von (7.37) fir (N,p) = 1 und s > 2k — 1 (k ungerade) bzw. s > 4k — 1 (k gerade) zu
zeigen. Zunéchst sei p ungerade.

Sei g eine Primitivwurzel modulo p?. Die Ordnung von g ist dann ¢(p?) = (p — 1)p?~! =
(p—1)p". Eine zu p teilerfremde ganze Zahl m mit m = ¢" mod p” ist genau dann ein k-ter
Potenzrest modulo p?, wenn es ein v mit

kv=r mod (p—1)p”
gibt. Wegen k = kop™ mit (ko,p) = 1 ist diese Kongruenz genau dann lésbar, wenn
r=0 mod (ko,p—1)p".

Daher gibt es genau
)  _ _p-l
(ko,p—1)p™  (ko,p—1)
verschiedene k-te Potenzreste modulo p?. Es bezeichne s(IV) die kleinste natiirliche Zahl
s, fiir die die Kongruenz (7.37) lésbar ist, und C(j) die Menge aller Kongruenzklassen N
modulo p” mit (N,p) = 1, fiir die s(N) = j ist. Insbesondere beinhaltet C(1) genau die

k-ten Potenzreste.

Gilt (m,p) = 1 und N’ = mF N, so folgt s(N') = s(N) (multipliziere alle a; mit m bzw. m™!
mod p?, um eine Darstellung von N in eine von N’ und umgekehrt umzuwandeln). C(j) ist
somit abgeschlossen unter Multiplikation mit k-ten Potenzresten, woraus |C(j)| > ﬁ
folgt, falls C(j) # 0. Es sei n maximal mit C(n) # (. Fiir j < n sei N minimal mit
(N,p) =1 und s(N) > j. Wihle i € {1,2} derart, dass N — i relativ prim zu p ist (dies ist
moglich, da p eine Primzahl ist). Wegen der Minimalitdt von N muss s(N — ) < j gelten.
Aus N = (N — 1)+ 1% = (N — 2) + 1* + 1* folgt

J+1<s(N)<s(N—i)+2<j+2.

und damit s(N —i) € {j—1,j}. Also gibt es keine zwei aufeinanderfolgenden leeren Mengen
C(j) (1 < j < n) und daher zumindest ' nichtleere Mengen C(j). Da die C(j) paarweise
disjunkt sind, folgt

n+1 p-—1
2 (kOap_ ]')

(p—1)p" =) = Z 1C(5)] >

und damit
n < 2(ko,p—1)p" —1< 2k —1.

Also gilt tatséchlich s(N) < 2k — 1 fiir eine ungerade Primzahl p und (N, p) = 1.

Ist andererseits p = 2 und k ungerade, so ist jede ungerade Zahl k-ter Potenzrest modulo



KAPITEL 7. DIE FORMEL VON HARDY/LITTLEWOOD 110

27 und daher s(NN) = 1 fiir alle ungeraden N. Ist k gerade, so ist k = 27ky mit 7 > 1. Wir
konnen 1 < N <27 — 1 annehmen. Wird

s=2"-1=4-2"-1<4k -1

gewihlt, so kann (7.37) einfach gelost werden, indem man a; = ... =ay =1 und ay1 =
. = a5 = 0 setzt. Es folgt s(N) < 4k — 1 fiir alle ungeraden N, womit der Beweis
vollstandig ist. O

Proposition 7.16 Es gibt positive Konstanten ¢, ¢y, die nur von £ und s abhingen,
sodass
cr < G(N) < Cy

fiir alle N gilt. Fiir hinreichend grofles N ist
GS(N,P") = &(N) + O(P™).

Beweis: Bis auf die Existenz von ¢; wurde bereits alles gezeigt. Bereits bekannt ist auch,
dass ein pq existiert, sodass

1/2 < I xn(p) <3/2

pP>po

fiir alle V. Aus dem soeben bewiesenen Lemma wissen wir aber auch, dass fiir alle Prim-
zahlen p die Abschitzung

xn(p) > p" 179 >0

gilt, womit

S = [Txvto) > "Tom = s =as0

p<po p<po

folgt. U

7.5 Zusammenfassung der Ergebnisse

Nach all diesen Vorarbeiten kénnen wir durch Zusammenfiigen aller Resultate die asymp-
totische Formel von Hardy und Littlewood gewinnen, die zeigt, dass die Menge der k-ten
Potenzen fiir beliebiges k eine Basis der natiirlichen Zahlen bildet:

Satz 7.17 (Hardy/Littlewood [7]) Es sei k > 2 und s > 2%. Wenn ry4(N) die Zahl
der Darstellungen von N als Summe von s k-ten Potenzen bezeichnet, dann gibt es ein
0 >0, das nur von s und k abhdngt, sodass

ra(N) = ST (14 1) T(3) Nt L o(vitos), (7.38)
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Die implizierte Konstante hingt ebenfalls nur von s und k ab, und es gibt ¢; = ¢1(k,s) > 0,
co = co(k, s) > 0, sodass
cp < G(N) < Cy

fiir alle N. Insbesondere ist ry, s fiir hinreichend grofies N stets positiv.

Beweis: Wir fassen die Ergebnisse aus den Propositionen 7.1, 7.5, 7.6, 7.8 und 7.16 zusam-
men. Sei §p := min(1, dy, g, I3, ¥d4) mit dy,...,d4 wie in den angegebenen Propositionen.
Aus diesen ergibt sich

rs (V) = /0 Fla)e(—aN) da

:/ F(a)’e(—aN) da+/ (—aN) da
= &(N, P")J*(N) + TRy L O(PeTR)
= (&6(N)+0(P ”54))(J( )+ O(PF%)) + O(P* %) + O(P* ")
= S(N)I(N) +O(P+)
1\s_rs
= (N)F(1+E) F(E> Ne/E=L L O(NG=D/E=1y 4 O(N#/k—100/k)

=&(N)r(1+ %)SF(%)INS/’“—l + O(N/k=1=0)

BEMERKUNG: Es zeigt sich, dass die Formel auch fiir £ = 1 ihre Giiltigkeit behilt. Es ist
dann nach Proposition 5.1

+ O(N*72), (7.39)

mA(N) = (N— 1) B (Ns—l N+

- O Ns—2
s—1) "o TONT =1
was mit der Formel (7.38) konsistent ist.

BEMERKUNG: In der bewiesenen Form (mit einem Giiltigkeitsbereich von s > sg = 2% +1)
bietet die Formel keine gute Abschétzung fiir die Ordnung der Menge der k-ten Potenzen
als (asymptotische) Basis von N. Hier konnten zahlreiche Verbesserungen getroffen werden.
Bezeichnet, é(k) die kleinste natiirliche Zahl sq, sodass (7.38) fiir alle s > s, gilt, so konnte
Ford [4] zeigen, dass sogar

G(k) < E*(logk + loglog k + O(1)) (7.40)

gilt. Was die Ordnung als asymptotische Basis angeht, so konnte die Schranke 2% + 1 von
Wooley [41] bis auf
G(k) < k(logk + loglogk + O(1)) (7.41)

verbessert werden.



Kapitel 8

Das Waring’sche Problem mit
Ziffernbedingungen

In diesem abschliefflenden Kapitel wird eine Variante des Waring’schen Problems behan-
delt, bei dem die Summanden zusétzlichen Beschrankungen durch ihre Zifferndarstellung
unterworfen sind. Dazu sei ¢ > 1 die Basis des Ziffernsystems. Jede natiirliche Zahl n hat
dann eine eindeutige g-adische Darstellung in der Form

n = iciqi

1=0

mit 0 < ¢; < q. Die g-adische Ziffernsumme von n ist

Sq(n) = Z G-

Thre wesentlichste Eigenschaft ist die g-Additivitit, d.h. fiir a, b, h € N mit b < ¢" gilt
sqg(aq" +b) = s,(a) + s,4(b).
Wir betrachten nun Mengen von der Form
A = {n" | sq(n) = h(m)}

und behandeln analog zum Problem von Waring die Fragestellung, ob Ay 5, ,,, eine asympto-
tische Basis endlicher Ordnung darstellt. In der Tat stellt sich heraus, dass unter gewissen
Voraussetzungen sogar eine asymptotische Formel von der Art (7.38) erfiillt ist. Dazu
benotigt man eine durch Ziffernbedingungen modifizierte Version von Weyls Ungleichung.

Mengen von natiirlichen Zahlen, deren g¢-adische Ziffernsumme eine gewisse Kongruenz

erfiillt, wurden u.a. von Gelfond [5] und Mauduit/Sarkozy [19] behandelt. Die hier be-
schriebene Version von Warings Problem wurde in einer Arbeit von Thuswaldner und
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Tichy [32] bearbeitet.

Die wesentliche Voraussetzung, die getroffen werden muss, damit Ay ;, , eine asymptotische
Basis bildet, ist (m, ¢—1) = 1. Wegen ¢' = 1 mod (¢—1) gilt nimlich s,(n) = n mod (¢—1).
Damit folgt aus s,(n) = h mod m aber n = h mod (m,¢—1). Summen von s Summanden
a; € Ay p.m miissen daher stets die Kongruenz a; + ...+ a; = sh* mod (m,q — 1) erfiillen
und koénnen somit nicht alle natiirlichen Zahlen abdecken, falls (m,q — 1) # 1.

In der Tat kann man das Problem sogar weiter verallgemeinern: ist wie zuvor s > 2*, so
werden wir zeigen, dass jedes hinreichend grofle N € N eine Darstellung in der Form

N =zt +.. . 2% mit s,, = h; modm; (1<i<s)
hat. Hier muss die Voraussetzung (m;,q; — 1) = 1 fiir alle i getroffen werden.

Bevor die “circle method” zur Anwendung kommen kann, muss wieder eine Serie tech-
nischer Zwischenergebnisse bewiesen werden, an deren Ende die wesentlichen Resultate,
Abschatzungen fiir Exponentialsummen mit Ziffernfunktionen, stehen.

8.1 Eine Klasse diskreter Funktionen

Definition 8.1 Es sei M = {1,2,...,k} und M’ = {0,1,...,k + 1}. Wir definieren die
Funktionenklasse F durch
F={f:2M s M'}.

Es wird also jede Teilmenge von M (was der Menge der 0-1-Funktionen auf M entspricht)
auf M’ abgebildet. Zwei spezielle Vertreter dieser Klasse sind

Fy(S):=0 VSC M

S=M
Fi(8) = {(1) S 4 M.

und

Zudem sei der Operator = auf F durch

(8.1)

¢+2jesrj+f(S)J
q

=) = |

definiert, wobei r = (r1,...,7;) € {0,...,¢ — 1}¥ und 0 < i < ¢ beliebig gewiihlt werden
konnen.

Lemma 8.1 Fiir jedes Paar (r,7) gilt

= (F) C F.
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Beweis: Es muss gezeigt werden, dass Z,,;(f)(S) stets in M’ liegt. Aufgrund der Voraus-
setzungen iiber r und ¢ gilt aber

=k+1.

i+§%§rf+ﬂsw<:w+dﬂq—1y+k+1

0§L
q q

Nunmehr werden die Iterierten des Operators = durch

(1]

== O...05%r 4

(rii)1<i<r * rr,ir

definiert.

Definition 8.2 Essei k=d(¢g—1)+pmit 0 < p<g—1und L” := L%J + 1. Ist p=0,

so definieren wir die Vektoren v; = (vj1, ..., vy) € Z* durch
v = 1 ]G{(l_l)(q_1)+17:l(q_1)}
e 0 sonst

fiir 1 <11 < L". Ist andererseits p > 0, so setzen wir

vi:i=(1,...,1,0,...,0) € ZF
N——
p Stiick

und fiir 2 <1 < L" v; = (vj1, ..., vy) € ZF mit

w,_{ljG{U—%@—D+p+L”wu_U@_U+p}
77710 sonst.

Lemma 8.2

1. Es sei f € F beliebig. Dann gilt

[1]

(0:0)13131/ (f) = FO:

falls [ = |faltt) | 4 g

log q

2. Es seien

g—p p>0
=0 (2<1<L").

1 =0
i = { P und

Dann gllt E(Vhil)lglgL” (Fo) = Fl.
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Beweis: Fiir f € F und beliebiges S C M gilt
f(S) J

q

£(5)

Z00(N(S) = | ;

<

Wendet man dies L'-mal an, so erhélt man

[1]

S k+1
0.0)1<i<r/ ()(S) < {fJL')J < kil =1,

womit 1. bereits bewiesen ist.

Sei nun zunichst p = 0. Dann folgt aus den Definitionen

—_ 1 + Z B 1
Evii (F0)(S) = { t652{1 ..... g-1} J

_{1 {1,2,...,¢q—1}C S

10 sonst.

Ist andererseits p > 0, so folgt

= 4= P+ Diesoqrn !
Evii (F0)(S) = { teSn{l,....p} J
q
" 10 sonst.

Der weitere Beweis wird induktiv gefithrt. Wir zeigen, dass

0 sonst

_ U (L 1iCs
S(vid)i<i< (FO) = {

gilt, falls p = 0, und

: LG -D(e-1)+ptCS
u(vm‘z)lgtgj( 0) = 0 sonst,

falls p > 0. Fiir j = L" ergibt sich sich dann das Gewiinschte, ndmlich

- 1 {1,...,k}CS
(Vi) << (FO) = {0
sonst.
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Da offensichtlich M = {1,...,k} C S bereits S = M impliziert, ist dies tatséichlich die

Funktion Fj.
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Es wird nur der erste Fall genauer behandelt, der zweite verlduft analog. Der Induktions-
schritt von j — 1 auf j lésst sich dann in folgender Weise bewerkstelligen:

{”Ztesn{u—n(q—lm ..... ia=1)} 1J ,....G-1)g-1)}Cs

=, _ q
Zwiinncis; (Fo) {ZteSﬂ{(jfl)(q21)+1 ..... ia=1)} 1J sonst,
AL, gg=1)FCS
10 sonst.
Damit ist das Lemma bewiesen. O

8.2 Rekursionen fiir einige Hilfsfunktionen

Definition 8.3 Es seien k,m, h,q, N positive ganze Zahlen mit m > 2, ¢ > 2 und m ¢
h(q — 1). Weiters seien Iy,..., I}, J Intervalle ganzer Zahlen mit VN < |[;|,|J| < N
(1 < j < k). Wir definieren die folgenden Hilfsfunktionen:

Yoo e ) =3 > e ( Ay (30)(m))

hi1€lq hi€I;, |neJ

®O(hy, ... by T f) : Ze( D (—1)k I8 (n+2ht+f(5))>,

neJ SCM tes

2

b

\Il(hla"'ahk—l;lkaj; flaf?) = Z (P(hlaah/m‘]a fl)q)(h’lﬂah/m‘]a f2)a

hkelk

XL, oo Iy s fus fo) Z Z U(hi, .. oshigr; I, I frs fo).

hi€ly hr—1€lk 1

Dabei sind die h; ganze Zahlen und f, fi, fo € F.
Nun gilt fiir den Differenzoperator aber (Beweis analog zu Lemma 6.1)

A () = D7 (<1517 (0 4+ 3 )

SCM tes
und daher
7. h ilslg h

q)(hl,...,hk,J,Fo) :Ze <E Z (n+th) —Z (EAhk ..... hl(Sq)(n)).

neJ ScM tes neJ

Damit folgt
Y(Ila"':Ika‘]):X(Ila"'alk:J;FU:FO)‘ (82)
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Im Folgenden werden die Abkiirzungen r = (rq,...,7r;) und h = (hy,..., h;) verwendet.
Dariiber hinaus sei fiir ein Intervall I = {n € Z |a < n < b} ganzer Zahlen das Intervall
cl (¢ € N) durch

cl:={n€Zj|ca<n<ch}

definiert.

Proposition 8.3 Es seien fi, fo € F und Iy, ..., I}, J Intervalle ganzer Zahlen. Dann gilt

qg—1 ¢g—1 ¢g—1

q—1
X(q[h-- s @1k, qJ; f17f2 Z ZZZQ f17f2;r;i1;i2) (8 3)

r=0  rp=0i1=0iy=0
XLy ooy Iy T3 500, (f1), Erin (f2))-
Dabei ist
iy h \E-|S] -~ )
alfi, forr,in,iz) = e S%:A( RSB fy, S.x.i1) — b(fas S, i2))
b(f,S,r,i) € {0,...,q— 1} ist als der Rest von i + ), ¢ 7 + f(S) modulo ¢ definiert.
Beweis: Zunéchst wird die Funktion ® behandelt. Fiir 1 < ry, ..., 7 < ¢ gilt

®(gh +r:qJ; f) = ZZ( 3~k (qn+2qht+z+2rt+f ))

1=0 neJ SCM tes tes
Nach der Definition von = und b(f, S, r,1) gilt
i+ £(S) = Zea((S)q + b(f, 5,x, ).
tes
Unter Verwendung der ¢g-Additivitdt von s, folgt

sq(qn+ tht +1i+ Zrt + f(S)) = sq<qn+ tht + ¢, (f)(S) +b(f, S,r,i))

tesS tes tes

= sq(n+ D b+ Z0al£)(S)) + 0/, S,1.3).

tesS

Setzt man dies in die Gleichung fiir ® ein, so ergibt sich

q—1
O(gh+riq]; )= e(% > (DS i)) (h: 3 Znil(1)):
=0 SeM

Damit erhalt man aus der Definition von ¥

q—1 ¢-1 ¢-1

U(ghy + 11, .oy qhg—y + 11 ¢k, ¢J; f1, f2) = Z Z Za fi, fa, 1,01, 09)

7, =0171=012=0

: \Il(hla vy hk—l; Ika Ja Er,i1 (f1)7 Er,i2 (fQ))
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und durch Summation iiber Ay, ..., hy_y

qg—1 ¢g—1 ¢g—1

qg—1
X(qlla"'aq[kaqj fl f2 Z Zzzaflaf%r:ilalé)

7‘1:0 Tk:() 21:(] 19:0

: X(Ila s 7Ik7 J) :‘r,il(fl)aar,ig(fZ))-

Damit ist die Rekursion fiir X bewiesen. O

Es werden einige Werte von « fiir spezielle Argumente benétigt. Dies ist Gegenstand des
folgenden Lemmas:

Lemma 8.4 Es sei 0 der Nullvektor. Dann gilt

a(Fy, Fy, 0,0,0) = e(0) = 1, (8.4)
a(F1, Fy,0,0,0) = e(:l) (8.5)
a(F1, Fo,0,q —1,0) = ( (1- q)) (8.6)

Beweis: « ist durch
a(fi, fo, 1,1, 12) = e(ﬁ > (=)o, S i) = b(fa, Sy ¢2)))
) J J J m J J J ) ) )
SCM
definiert, wobei b(f, S, r,7) der Rest von i 4 >, o7, + f(S) bei Division durch ¢ ist.

o Ist f = Fy und alle r, = 0 sowie i = 0, so folgt i + ) ,.q 7 + f(S) = 0 und damit
b(f,S,r,i) =0 fiir alle S C M. Die erste Gleichung ergibt sich unmittelbar.

o Ist f = F; und alle r, = 0 sowie i = 0, so folgt i + >, o7+ f(S) =0, falls S # M,
andernfalls i + »°,_ o7, + f(S) = 1. Gleiches gilt damit fiir b(f, S,r,7), womit die
zweite Gleichung folgt.

e Ist schlielich f = F; und alle r, = 0 sowie 1 = ¢—1, so folgt i+>_, o 7+ f(S) = ¢—1,
falls S # M, andernfalls i+, .o 7, + f(S) = ¢. Daher ist b(f, S,r,i) = 0 fiir S = M,
andernfalls ¢ — 1. Man erhilt

Y CD)FEIN(E, 50,0 -1) = —(g - 1)+ Y (-1 Flg-1)

SCM SCM

womit sich der dritte Punkt ergibt.
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8.3 Abschitzung von Exponentialsummen

Unter Verwendung der Abkiirzungen Q; = {0,...,q — 1}, v, = (r1,...,r) und i, =
(411, %12) erhélt man durch L-fache Iteration von Proposition 8.3

X(qula'":qL[k:qLJ;f17f2): Z Z

7150y TLEQE 115050 €Q2

(HO& —(rjij1)1<<i— 1(f1) —(rj,ij2)1<j<i— 1(f2) rl:211:212))

) X(Ilv v Ik, J3 = S(ryin)i<i<r (fl) —(ri2)1<i<L (fQ))
(8.7)

Wir wihlen nun L := L' + L" + 3 mit L' und L” wie in Definition 8.2 und Lemma 8.2.
Weiters sei wieder k = d(qg — 1) + p mit 0 < p < ¢ — 1. Nun setzen wir

r,=(0,...,0), i, =(0,0) (1<i<L),

. J@ p=0 :
r; = vy, ll_{(q—p,q—p) 950 (Il=L+1),
T =V, i, =(0,0) (L'+2<1<L-3),
r; = (0,...,0), ii=(¢—1,0) (l:L 2),
r,=(0,...,0), ii=(¢g—-1,0) (l=L-1),
r,=(0,...,0), i, =(0,0) (l=1).

Der Summand, der fiir diese spezielle Wahl in der Summe (8.7) entsteht, wird V; genannt.
Ebenso sei V5 jener Summand, der fiir dieselbe Wahl mit der Modifikation iy ; = (0,0)
entsteht. Zudem wird die Abkiirzung

f17f2 . H o= I'J 2]1 1<j<i— 1(f1) l'] ljz 1<5<I— 1(f2) rlalllaln)

verwendet. Zur Behandlung der Summe V) ergeben sich zunéchst aus der Definition von =
die Identitéiten
Eog-1(Fo) = Fo, Zop(F1) = Fo, Zog-1(F1) = I,

wie leicht nachgerechnet werden kann. Durch Anwendung von Lemma 8.2 erhalten wir
damit

—_—

Z(rj,ijl)lgjg_g(fﬂ = E(rj,ijl)L,HSjSL,z(Fo) = EO,qfl(Fl) =F

fiir die erste Wahl von r und i. In analoger Weise ergibt sich

(rjij2)1<j<I—2 (fQ) = Fy.

(11
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Dies alles setzen wir in Gleichung (8.7) ein und erhalten

A(f1s f2) @(Csi01<ien—s (F1)s Epnipo)icienms (fo)s Tro1sin-1,1,i0-1,2)
O‘(:(rj,ijl)lgng—l (fl)’ =(rjsij2)1<i<n-1 (f2),rL.iL1:iL2)
XLy, Iy T E(rjyijl)lsng (f1), E("jaijZ)lgng (f2))
= A(f1, f2) a(Fy, Fo,rp1,i0-1,1,%0-12)
(s i (F1), By rin 10 (FO)s Ty L1, i)
XLy ey I3 By noigyen (F1)s 2 j)m1 <0 (F0))
= A(f1, fo) a(F, Fy,0,q9 — 1,0) a(F1, Fp,0,0,0) X (I4,. .., Iy, J; Fy, Fy).

bzw. wieder analog
- A(flaf?) O5(1_71171_710707070) a(F07F0707070)X(117 H '7[k7 J; FUaFU)-

Nun kénnen wir die speziellen Werte aus Lemma 8.4 einsetzen, womit sich

= Al Pe( (2= ) X (I L S By, )
und
— A(fy fz)e(ﬁ)x(l1 o L, J; Fo Fy)
7 m 7 7 7 Y Y
ergibt. Nun schreiben wir Gleichung (8.7) in der Form

X(qL[h,,,,qL[k,qLJ; fi, f2) = Z <HO€ (rj,ij1)1<j<i— 1(f1) =(rjsdj2)1<i<i— 1(f2) rlaillain))
D

: X(Ila v Ay, J1E S(ryin)i<i<r (fl)a =(ryin)i<i<c (f2)) +Vi+ Vs,

wobei D den gesamten Summationsbereich mit Ausnahme der fiir V4 und V5 speziell gewihl-
ten Werte bezeichnet. Verdndert man hier die Summationsreihenfolge, so kommt man auf

X(¢"L, .. q" Ik, q"T; fi, f2) = > d(fifag19) X (I Ik, T g1, 9)

917926-7:
(91,92)#(Fo,Fo)

(40 B 200 20 (o -0) ()
X(I,... Iy, J; Fo, Fy).
(8.8)

Mit a'(f1, f2, g1, 92) wird dabei die Summe aller Koeffizienten von X (Iy,..., It, J; g1, 92)
bezeichnet, die in der Summe iiber D auftauchen. Da D genau ¢*+?% —2 Summanden hat
und stets |a(-)| = 1 gilt, haben wir fiir beliebige f, fo € F

ST 1d(fro for g1, 90)] < g*HDE 2.

91,92€F
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Nunmehr setzen wir

a(f1, fa, g1, 92) = d'(f1, fa, 91, 92),
falls (g1, g2) # (Fb, Fy), und andernfalls

a(fi, f2,91,92) = d' (f1, f2, 91, 92) + A(fl,fz)(e(%@ — q)) + e(%))

Wegen m 1 h(q — 1) gilt

(e =0) +e(G] = [1+e(5) [ =2feos ()] =2 (5)”
Damit folgt nun ,
Z la(f1, fo, g1, 92)| < *FTIT — <i> : (8.9)

2m
91 7926-7:

Somit ist gezeigt, dass die Summe iiber alle |a(-)| zumindest um einen kleinen Term von
der trivialen Schranke ¢**2~ wegbleibt. Es sei nun B die |F|? x |F|?-Matrix

B(la(f1, f2, 915 92)1) (f1.52).(g1.2) € 72
Dann folgt zunéchst die Ungleichung
(IX(¢" L, "L d" T5 f1, ) (prapmer2 < B - (IX (I, ey T3 91, 92) D (grgoyer2s (810)

deren einzelne Komponenten sich aus (8.8) unter Verwendung der Dreiecksungleichung
ergeben.

8.4 Ein Korrelationssatz fiir die Ziffernsumme

Satz 8.5 Sei die Funktion p(k,q) durch

E—1 log(k+1)
+
q—1 log q

p(k,q)::(k+2)[ +5]+1
definiert. Fir die in Definition 8.3 eingefiihrte Hilfsfunktion Y gilt dann die Abschitzung
Y (I, ..., L, J) < || .. [T || PN (8.11)

- _ 1
mZt’I’]—m>0.

Beweis: Wir setzen zuniichst ¢’ := ¢" und ¢ := ﬁ. Nach der Ungleichung (8.9) ist jede
Zeilensumme von B kleiner oder gleich ¢"*72(1—¢), d.h. (da die Eintréige von B nichtnegativ
sind) fiir die Zeilensummennorm gilt ||Blls < ¢*T2(1 — ¢). Es folgt ||B!|le < ||B||l
¢*+2H(1 — ¢)!, d.h. die Zeilensummen von B! sind kleiner oder gleich ¢/*+2!(1 — ¢)!.
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Dariiber hinaus kann man |X(-)| in trivialer Weise abschitzen, indem man |e(-)] = 1
zusammen mit der Dreiecksungleichung verwendet:

|X(Il7 s aIka J7 f17f2)| < |Il| s |Ik||‘]|2
Zusammen mit der [-fachen Iteration der Ungleichung (8.10) erhélt man nun

(X(¢"T, ., q" Tk, ¢" T 1, f2)] < (=)' (" |1L)) - - ("1} ("] 1), (8.12)

10log N
21logq’

V/N.Ist nun I; = [a;,b;] (1 < j < k) und J = [ag1, bey1], dann schreiben wir a; = ¢"u;+7;
und b; = ¢*v; + s; mit 0 < rj,s; < ¢". Da die Intervalle nach Voraussetzung zumindest
Lénge VN haben, gilt |u; — v;] > 1. Wir setzen nun I; := [uj,v;] (1 < j < k) und
J = [0, vj4a].

Setzt man ¢ := | | (was fiir hinreichend grofies N positiv ist), so ist zunéchst ¢" <

Aus der Definition von X (Iy,..., Iy, J; fi1, f2) erhalten wir (wieder durch Verwendung der
einfachen Tatsache, dass alle Summanden von der Form e(-) sind und damit Betrag 1
haben)

1t
X(Ila .- -aIkaJa flaf?) = X(qltllﬂ .- '7qltlkaqlt‘]7 flaf?) +O<|Il| Tt |Ik||‘]|2\?ﬁ)7

denn die Summationsbereiche von X (Iy,..., I, J, fi, fo) und (¢*I4,...,q" L., ¢"*J, f1, f2)
unterscheiden sich nur um eine Menge, deren Grofle durch
qlt

VN

beschriinkt werden kann. Unter Verwendung von (8.12) (mit I; anstelle von I; und .J
anstelle von J) und (1 — &) < e ' ergibt sich

|J|2maxj(rj) + ¢" — max;(s;)

(k+ 2|0 ... |1 .
! min, ([T, 7]

< || || TP

J"
VN
Aus der Definition von ¢ erhalten wir fiir hinreichend grofles N
10logN 72 log N log N
—te < — < — < - )
—  22logq 4m2¢'kt2 T  m2¢kt2logq’ —  m2qLk+2)+l

X(Ila"':Ik7J7f15f2)<< (eitg_‘_ )|Il||[k||‘]|2 (813)

Iqu mqu(kﬂ)

Wegen L = L'+ L" +3 < [% 4 logthtl) 5-‘ folgt —te < —&N _ mit dem im Satz
definierten p(k, q). Zudem ist
g § exp (%logN)
VN~ VN

Der Spezialfall f; = fo = F von (8.13) ergibt wegen (8.2) das gewiinschte Resultat. [

_ N2 < N1/migrto)
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8.5 Weyls Ungleichung und die Ziffernsumme

Die technischen Hilfsresultate der letzten Abschnitte gipfeln nunmehr im Beweis des folgen-
den Satzes, der es ermdglicht, Warings Problem mit Ziffernbedingungen auf die asympto-
tische Formel fiir das Originalproblem zuriickzufiihren. Es handelt sich um eine Variante
der Ungleichung von Weyl, in die die Ziffernsumme miteinflief3t.

Satz 8.6 Es seien k,m,l,q und N positive ganze Zahlen mit m > 2, q¢ > 2 und m 1 1(qg—1).
Dann gilt

‘ zN:e(an + %sq(n)) ‘ < NP7 (8.14)
n=1

k+1) - Dabei ist  wie in Satz 8.5.

gleichmifig in 0 € [0,1) mit v := 72~
Beweis: Wir beginnen mit der Abschitzung aus Lemma 6.14: ist

N2

S(H)y= Y e(f(n)

n=N1+1

fiir eine arithmetische Funktion f (hier ist f(n) = #n* + Ls,(n)), dann gilt

ISUHF < N3 0N Saal(f)

|di|<N |di|<N

mit
Strets ()= Y (B (f)()),
nEI(dyyennyd)
wobei I(dy, . ..,d;) ein Intervall aufeinanderfolgender ganzer Zahlen ist, das in [Ny + 1, N]

enthalten ist. Insbesondere ist hier Ny = 0, N, = N. Die I(d,,...,d;) wurden im Beweis
rekursiv durch
I(dl) — [Nl —|— 1 - dl,NQ - dl] ﬂ [Nl + 1,N2]

und

I(dy,....d1) =I(dyr,...,di) N {z |z +d € I(dy-1,...,d1)}
definiert.

Im Folgenden wird nun Information iiber die k-ten Differenzen

Adyectr () (1)

mit f(n) = On* + Ls,(n) bendtigt. Aufgrund der Linearitét des Differenzoperators geniigt
es dafiir, n* und s,(n) einzeln zu studieren. Uber ersteren Teil ist bereits aus Lemma 6.2
bekannt, dass

Adk,...,dl (l‘k) = dl . e dkk'
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ist. Damit folgt nun

2

"< Nyt >y

|di|<N |dp|<N

‘S(Gnk + %sq(n)>

3 e(0d1 k! + %Adh___’dl(sq)(n))

n€l(dpy...,d1)

= (2N)¥ 1 > > €<%Adk,...,d1(3q)(n)) :

|d1|<N |dk|<N ne](dkz“-7dl)

(8.15)

Dieser Ausdruck dhnelt jenem fiir die Hilfsfunktion Y, mit dem wesentlichen Unterschied,
dass der Summationsbereich der letzten Summe noch von den d; abhingt. Zudem ist der
Betrag der letzten Summe nicht quadriert. Diese Schwierigkeiten miissen nun noch behan-
delt werden. Wir wiihlen zunéichst reelle Zahlen o, f,e mita > 2, >1 a+f=1, 0<
e < a— 7. Nun zerlegen wir die Summe

s=Y .Y X e(%Adk ,,,,, 0(s) ()

|di|<N |dp|<N |n€I(dy,....d1)

in folgender Weise in Blécke der Linge | N?|:

[N [+1 [N*]4+1

S = Z Z R(jlaajk)+O(NkB+l)

Ji=—[N*|-1 Jrk=—[N*]-1

mit
GADIN]=1 (et IV =1 I
RGi,-od) = > o Y 3 e(aAdk ..... dl(sq)(n)> .
di1=j1|N#| dp=ji | NP| |n€l(dg,...xd1)
Nun schitzen wir die einzelnen Blocke R(ji, ..., jx) ab. Dazu werden zwei verschiedene

Félle unterschieden:
1. Angenommen, es gelte |I(dy,...,d,)| > NPT¢ fiir alle d;, ..., d; mit
J NP <d, < (jr + 1N (1<7r<k). (8.16)

Die Intervallgrenzen von I(dy, ...,d;) hingen nach Definition linear von den d; ab.
Diese variieren aber nur in einem Intervall der Linge | N”|. Es gibt somit Konstanten
u und v mit

I(dy,....d) = [u+ O(N?), v+ O(n’)]
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fiir jedes k-tupel, das (8.16) erfiillt. Ersetzt man nun I(dy, . ..,d;) durch I'(dy, ..., dy) =
[u,v], dann héngt I’ im Gegensatz zu I innerhalb eines Blocks, der durch (8.16) ge-
geben ist, nicht mehr von den d; ab, und es gilt fiir die symmetrische Differenz der
beiden Mengen

[I(dg,...,d) AT (dy,...,d)| < N°.

Es ergibt sich damit

Gr+D[NP]=1  (Ge+1)|NP] -1

R(j1,. - k) = Z Z Z €<%Adk ..... dl(Sq)(n)) LO(NH+DS)

di1=71 LNBJ dk:jkLNﬁJ nGI’(dk ..... dl)

und durch Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

Gi+D)INP]=1  (p+1)[NP] -1

R(r....g < (N* Y .. % 3y e(%Adk’,,_’dl(sq)(n))

di=j1 LNﬁJ dr=Jk LNﬁJ ne]’(dkH’dl)
+ O(N*+B),

Wegen 3 > % sind die Bedingungen von Satz 8.5 (iiber die Intervalllingen) erfiillt,
und es folgt
R(j1, .., i) < N¥OH1=3 4 NS o NkO+I-F

2. Sei andererseits |I(dy,...,d;)| < NP* fiir zumindest ein k-tupel (di,...,dx), das
(8.16) erfiillt. Da die Intervalllinge von I(dy, ..., d;) linear von den d; abhéingt, muss
damit auch

1 (dg, ..., dr)] < NP*e

fiir alle solchen k-tupel gelten. Die triviale Abschéitzung der Exponentialsumme durch
die Anzahl der Summanden fiihrt dann auf

R(jl, R 7jk) < N(k+1)5+5 < Nkﬂ*,lig‘

R(j1, ..., jx) kann also fiir alle k-tupel (ji,..., i) in der Form R(jy,...,j,) < N*¥+1-3
abgeschitzt werden. Setzt man dies in den Ausdruck fiir S ein, so erhilt man nun

S < Nka+kﬂ+lfg — Nk+17g

und schliefflich unter Verwendung von (8.15)

2 n

k
< N?-3,

‘S(an + %sq(n))

Durch Ziehen der 2-ten Wurzel erhiilt man das gewiinschte Resultat. U
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8.6 Die asymptotische Formel fiir Warings Problem
mit Ziffernbedingungen

Nunmehr wird abermals die “circle method” angewandt. Wir setzen wieder P := | N'/*|;
bezeichnet

Unmg(P) :={n < Plsg(n) = h(m)}

die Menge der natiirlichen Zahlen < P mit “erlaubter” Ziffernsume, so ist die erzeugende
Funktion fiir das vorliegende Problem durch

fama(z) = Y2 (8.17)

€U}, 1mq(P)
gegeben. Bezeichnet ) (V) hier die Anzahl der Représentationen von NN in der Form
N =%+ . 2F mit s,, = h; modm; (1<i<s),
so ist die erzeugende Funktion fiir 7} (V)

5 N
Hfhi7miaQi(Z) = ZT;C,S(N 2
i=1

n=1

Anwendung der Cauchy’schen Integralformel fiihrt auf

T;c,s 271_2 / Hfh M, lh —(N+1) dz
/ Z .Y elf(nf+...+nk—N))db.

n1€URy my.q; ( NsE€Uhg,mg.q5 (P)

(8.18)

Das Resultat, das nun bewiesen werden soll, lautet folgendermaflen:

Satz 8.7 (Thuswaldner/Tichy [32]) Es seien s, k, h;, m;, q; positive ganze Zahlen mit
m; >2,q>2und (¢ —1,m;)) =1 (1 <i<s). Dann gibt es fiir s > 2% ein § > 0, sodass
rh (N) = LG(N)F(l + l)Sr(f)_lz\ﬁ/’“ + O(N*/k=1-8), (8.19)
- my...mg k k
Die implizierte Konstante hdangt nur von s,k und den m; ab. & ist die bereits bekannte
singulire Reihe, die durch Konstanten 0 < ¢; < co gleichmdflig in N von oben und unten
beschrinkt werden kann.

BEMERKUNG: Sind alle h;, alle m; und alle ¢; gleich, so impliziert dies, dass die Menge
Ak nm eine asymptotische Basis der natiirlichen Zahlen von endlicher Ordnung darstellt.
Die asymptotische Ordnung ist dabei < 2% + 1.
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Beweis: Es wird eine bestimmte Hilfsfunktion eingefiihrt, um mit dem Summationsbereich
Uh; mi,q.(P) umgehen zu konnen. Diese Technik geht auf Gelfond [5] zuriick. Wir setzen fiir
eine arithmetische Funktion ¢

m
n=0
Dann gilt
m—1 P m-—1
lh Sq(n) —h
e( = ) He. P) =D e(1752—= ) e(o(m))
1=0 n=0 [=0
=m e(p(n))
nEUh,m q(P)
Damit schreiben wir
i m—1 lh \
Z e(fn”) = EZe( - E)Hl(ﬁn , P)
nGUh’m’q(p) =0
m—1 P
1 sq(n) —h k
= Ze(l - )e(ﬁn )

und setzen dies in die Integraldarstellung von 7} ((N) ein:

1 1 m1—1 ms—1
r;%s(N)zi/ XYYy
ml...ms 0 — —

n1 <P ns<P [1=0 ls=0

e<11 m) ...e(lsw)e(ﬁ(n’f 4o 0k = N))de.

my msg

Dieses Integral wird in zwei Teile gespalten: jenen mit [y = ... = [; = 0 und jenen mit
(l,...,1s) #(0,...,0). Es ergibt sich

T;“’S(N):ml%.ms/o S Y Ok 4k — N))

n1 <P ns<P

1 1 mi1—1 ms—1
s D IXID DD DD S
Lo W0 J0 cp pe<P 1,=0 1s=0
—— ——
(lla“'als)i(oa"'ao)
- h s) hs
e<11 w) ...e(st)e(e(n’H...Jrn’;—N))da.
mq ms

Das erste Integral wird mit Z; bezeichnet. Es enthilt keinerlei Information iiber die Zif-
fernsumme mehr und ist gleich dem Integral fiir das gewo6hnliche Problem von Waring.
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Fiir diesen Teil kann daher die asymptotische Formel aus Satz 7.17 herangezogen werden.
Kann gezeigt werden, dass sich das zweite Integral Z, in der Form Z, < P*~*~7 mit einem
v > 0 abschétzen ldsst und somit nichts zum Hauptterm der Asymptotik beitrigt, dann
ist die Behauptung bereits bewiesen. Dies muss nur fiir ein beliebiges, aber festes s-tupel
L=(l,...,l5) #(0,...,0) nachgepriift werden. Wir schreiben dazu Jj, fiir das Integral

T = /1 (Z e(an’f i W)) (Z e(en’; +1W)) e(—N8) db.

n1 <P ns<P

Wir setzen weiters

S;(0) := Z e(@nk + %sqj(n)).

n<P

Der Integrand von J;, enthilt s > 2% Faktoren Sj(9)€< — m—f) Wir kénnen daher J;, durch

1 2
2] < sup (IS;(0)1* *) / TT 15,010
0.3 —
k k -k
<sup <|S |52 / 5;(0)]? d9

gsup(|sj(a)|s—2’“ max / |St(0)|2kd9>
0.j t 0

abschétzen. Der zweite Schritt ergibt sich dabei durch wiederholte Anwendung der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung. Der erste Ausdruck lésst sich nach Satz 8.6 durch

sup <|Sj(0)|s’2k) < PUM6-2") o ps—2t—y
0,3

mit vy wie in Satz 8.6 abschitzen. Das Integral im zweiten Ausdruck schreiben wir in
folgender Weise um:

! k ! k—1———2k—1
[ 1sioF o= [ s 5@
0 0

§ k k k
— / < .—|—7L2k,1 —an,l_H—...—an)

1<n,.n <P

[
M m_tt (Sqt(nl) + oot S (nar-1) = 8q, (Ngk-141) — . — Sqt(an)>> o

k=1
A
o Z ¢ (Et ; Sq: () — 5, (n2k1+1")) :
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Die Summe geht dabei iiber alle 1 < nq,...,no < P mit
nlf+...—|—n]2“k_1 :ngk_lﬂ—l—...—i—ngk
und lésst sich daher durch
‘{1 <Niy...,Nok SP‘nlf—i-...—ank,l :n’;k,1+1+...+n’;k}‘
von oben abschétzen. Analog zur Umformung von fol 15,(6)]%"
JVIT(©))%" do mit T(8) = 21, e(@n*) Folgendes gewinnen:

/01 TOP o= Y 1

N1y Nok

df kann man fiir das Integral

b

{lgnl,...,an §P‘nlf+...+n§k,1:ngk,1+1+...+n§k}

wobei die Summe wieder iiber dieselbe Menge lduft. Aus dem Lemma von Hua (Satz 6.19)
wissen wir nun, dass dies durch

1
/ TP do < P*hte
0
mit beliebigem ¢ abgeschétzt werden kann. Es folgt damit auch
1
/ 15,(0)|* do < P**+e
0

und insgesamt

T < P,

wobei 7 = v — ¢ fiir hinreichend kleines ¢ positiv ist. Es ergibt sich daher wie gewiinscht
I, < PR

womit der Beweis vollstédndig ist. U

BEMERKUNG: Da sich das Integral fiir diese Variante des Waring’schen Problems von dem
des Originalproblems offenbar nur um einen Vorfaktor und einen vernachlissigbaren Term
unterscheidet, erscheint es plausibel, dass die asymptotischen Ordnungen dieselben sind.
Bezeichnet also G}, (k) die asymptotische Ordnung von Ay, S0 kann vermutet werden,
dass

Gh,m(k) = G(k)

fir £ > 2 ist (fir £ = 1 ist dies offensichtlich nicht der Fall, da Gj,,(1) > 1 und G(1) =1
gilt). Noch schwieriger gestaltet sich aber die Frage nach der Ordnung gy, ,, (k), die selbst fiir
k =1 ein interessantes und nichttriviales Problem darstellt. Damit Ay j ., eine Basis von
N ist, muss 1 (und 0) hinzugefiigt werden, sonst hat 1 selbst bereits keine Darstellung. Im
Gegensatz zur asymptotischen Ordnung hiingt diese jedenfalls von den weiteren Parametern
h,m und ¢ ab. Einige Bemerkungen iiber den Spezialfall ¥ = 1 sollen Gegenstand des
letzten Abschnitts sein.
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8.7 Bemerkungen iiber die Ordnungen G}, ,,,(1) und g, (1)

Wiihrend fiir £ > 2 die Vermutung G, ,,(k) = G(k) formuliert wurde, so ist dies fiir £ = 1
sicherlich nicht mehr richtig. Besagter Fall ldsst sich aber auf kombinatorischem Wege
einfacher fassen. In der Tat ldsst sich die asymptotische Ordnung noch leicht bestimmen:

Satz 8.8 Sind h,m,q natirliche Zahlen mit m,q > 2 und (m,q—1) =1, dann gilt fir die
asymptotische Ordnung der Menge Aq pm,

Ghm(1) = 3.

Beweis: Zunichst wird gezeigt, dass Gpm(1) > 2 ist. Dazu muss die Existenz beliebig
grofler Zahlen nachgewiesen werden, die sich nicht als Summe zweier Elemente von Ay,
schreiben lassen. Betrachte dazu die Zahl N; := ¢! — 1 mit (¢ — 1)l # 2h mod m. Wegen
(m,q—1) =1 gibt es sicher ein (beliebig grofies) I, das diese Bedingung erfiillt. Angenom-
men nun, es gibe a,b € Ay m, sodass a + b= N,. Es muss also s,(a) = s,(b) = h mod m
gelten.

Seien a = Y i_ja;q" und b = >0 bi¢" mit 0 < a;,b; < ¢ die Ziffernentwicklungen von a
und b. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf angenommen werden, dass beide diesel-
be Linge haben, da man sonst gegebenenfalls mit fiihrenden Nullen auffiillen kann. Wir
zeigen durch Induktion nach j, dass aus a + b = N; = ¢/ — 1 bereits a; + b; = ¢ — 1 fiir
0<:<j—1und a; =b; =0 fiir « > j folgt. Fiir 7 = 0 ist dies trivial. Fiir j > 1 gilt nun

awt+by=a+b=¢ —1=—-1 mod q.

Aus 0 < ag,byg < g — 1 folgt 0 < ag + by < 2¢q — 2. Zusammen mit ag + by = —1 mod ¢ ist
dies nur fiir ag + by = ¢ — 1 moglich. Setze nun o’ := =% = Zz;ol a;;1q" und b = % =
S0 biv1q'. Dann ergibt sich

a+b—a0—bo_q1—1—(]—1)
q q

a+b = =¢ -1

Mit der Induktionsvoraussetzung folgt die Behauptung. Also muss fiir a,b € A, ,, mit
a + b = N, die Beziehung

(g—1)= Zai + Zbi = s4(a) + s4(b) = 2h mod m
1 i=1

1=

gelten, was einen Widerspruch darstellt.

Nun wird gezeigt, dass jede hinreichend grofie Zahl N Summe von drei Elementen aus
Ay p,m ist. Dafiir benétigen wir folgendes Lemma:

Lemma 8.9 Sei n > me_1 eine natiirliche Zahl und 0 < [ < m. Dann kann man a, b, c

derart wihlen, dass a + b+ ¢ =n und s,(a) + 54(b) + s,(c) =1 mod m.
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Beweis des Lemmas: n hat nach Voraussetzung zumindest m? Stellen. Es sein =Y _;_ n;¢’
die Ziffernentwicklung von n. Wir unterscheiden zwei Félle: hat n (zumindest) m von Null
verschiedene Ziffern n;,,...,n;, mit iy > ... >4, > 0, so setze u;; | = ... = u;, 1 =1
mit einem noch festzulegenden 0 < p < m und u; = 0 fiir alle {ibrigen 7 > —1, insbesondere
also u_1; = u, = 0. Es ist nun einfach, 0 < a;, b;, ¢; < ¢ derart zu wahlen, dass

ai+bi+ci :uiq+ni—ui_1
gilt, da nach Voraussetzung stets.(] < wuiq+n;—u; 1 < 2q—1 ist. Es folgt mit a := ZLU a;q’,
b:=> o big" und c:= 3", ¢’

a+b+c= Z(ai +bi+¢)g = Z(UZQ +ni — ui_1)q'

i=0 =0

T T r—1 r
— 141 % +1 i _
= E uiq "+ E nq — E uiq = E ng =n
=0 =1 i=1

i=—1

und
sq(a) + 54(b) + s4(c) = Z(az‘ +bi+¢;) = Z(uzq + 1 — uioq)
=D _uilg = 1)+ mi=plg— 1) +sy(n).

Wegen (m,q — 1) = 1 kann man p so wihlen, dass dies = [ mod m ist.

Hat n nicht zumindest m Stellen ungleich Null, so gibt es auch hochstens m — 1 Blocke
aufeinanderfolgender Nullen. Da die Anzahl aller Stellen zumindest m? ist und hdchstens
m — 1 davon ungleich Null sind, gibt es nach dem Schubfachschlussprinzip einen Block mit
zumindest m + 1 aufeinanderfolgenden Nullen. Es gibt also ein j derart, dass n; = n; =

o= Njym = 0und njym1 # 0. Sei 0’ = 37" ni¢’ und n" = > i igmy Tig — ¢
Nun setzen wir fiir ein noch festzulegendes 0 < p <m

! n j 1 j 2 j+1
a:=n"+n" 4@ gL Pt

Jj—1 Jjtm r
= an‘qi +¢ Z (= 1)g" + (Njpmsr — Vg™ + Z niq’,
i=0 i=j+p+2 i=j+m-+2
j+p
bi= g P — P =Y (g —1)g' + (¢ — 2)¢ T,
i=j
J+p

ci=g T =g 4 =+ Y (a—1)d,
i=j+1
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womit sich a +b+c=n'+n" + ¢Z™*! = n und

50(0) + 54(0) + 54(¢) = s, () + s,(n") + 14 (g — )m —p — 1)
= Dp+1)+(q—2)+1+(g—Dp
— s,(m) + (g = )(m+p+1)

ergibt. Wegen (m, ¢—1) = 1 kann man p wieder so wihlen, dass dies = [ mod m ist. Damit
ist das Lemma bewiesen.

Nun setzen wir im Beweis des Satzes fort. Es wird behauptet, dass jede natiirliche Zahl
N > ¢™*+2m gich als Summe dreier Zahlen a, b, ¢ € Ay p,m schreiben ldsst. Dazu definieren
wir zunéchst rekursiv 0 < d; < ¢ (0 <7 < 2m) derart, dass

J
Z(l +di)¢' =N mod ¢'*!

1=0

2m—1 N\t
fiir 0 < j < 2m gilt. Insbesondere ist damit N’ := Nfzﬁgm(l”’)q € N. Auf N’ wenden
wir das Lemma an: wegen

2m—1 1+1 m2+2m 2m—+1
N—>ico >4 —q

q2m — q2m

Nl

konnen wir o', V', ¢ derart finden, dass a’ + b + ¢ = N’ und

2m—1
sq(a’) + sq(b') + s4(c') = 3h — Z (1+d;) mod m.

i=0
Nun seien noch 0 < sq, s9 < m derart, dass

m—1

s1 + sq(a’) + Zdi =h modm

und
2m—1
S+ s4(b Zd_h mod m.
Z m
Setze
m+s1—1
a—qzma'—FZdzq + Z q,
2m—1 s9—1

b=q" + > dig +Y ¢
i=m 1=0
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und
2m—1

m—1
c:q2m6'+2qi+ Z q.
1=82 1=m-+S1

Dann gilt zunéchst

2m—1
at+b+e=¢"(+V+)+ D (di+1)q
=0
2m—1

= ¢ N + Z (d; +1)¢'
=0
2m—1 2m—1

=N-=> (1+d)d+ > (di+1)g =N,

i=0 i=0
aber auch (unter Verwendung der ¢-Additivitét)

m—1

sq(a) = s4(a’) + Z d; +s1 = h mod m,

1=0

2m—1
5q(b) = s4(V') + Z d; + sy =h mod m

i=m

und schlieflich (aufgrund der Wahl von o', ¥, ¢ und der Definition von s; und s9)

sq(c) = s4() + (m — s9) + (m — s1)

= 3h — sy(a’) — s4(b") — Z (1+d;) — s1— 9

1=0

=3h—h—h=h modm.

D.h., a,b,c € Al,h,m-

133

O

Wesentlich problematischer gestaltet sich die Frage nach der der Ordnung g ,(1) von
Ay pm U {0,1}. Wie die folgenden Propositionen zeigen, hingt diese Ordnung sehr stark
von allen drei Parametern h, m,q ab. Die asymptotische Formel aus Satz 8.7, in der nur
die m; auftreten, legt nahe, dass m die wichtigste Rolle zukommt. In der Tat kann aber

sogar fiir festes m die Ordnung sehr stark variieren.

Proposition 8.10 Sei m > 2 beliebig. Dann kann man ¢ und h derart wihlen, dass

ghn(1) > 27 — 2.

Beweis: Wéhle ¢ = 2 und h = 0. Offensichtlich ist 2™ —1 = Z?Z)l 2! die kleinste natiirliche
Zahl, deren 2-adische Ziffernsumme zumindest gleich m ist, also auch die kleinste Zahl # 0,
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deren 2-adische Ziffernsumme durch m teilbar ist. Damit ist die einzige Darstellung von
2™ — 2 als Summe von Elementen aus Ay, U {0,1}

2M —2=14+...+1
und damit g, (1) > 2™ — 2. O

Proposition 8.11 Sei m > 2 beliebig und r > 2. Dann kann man ¢ und A derart wéhlen,
dass gnm(1) < [2] + 7.

Beweis: Wihle ¢ grofy genug, z.B. ¢ = 3m + r, und h = r. Ich zeige zunichst, dass der
maximale Abstand aufeinanderfolgender Zahlen aus A; j, ,, hochstens gleich 2m — 1 ist.

Sei dazu a € Ay p . Ist die letzte Ziffer ap von a kleiner oder gleich ¢ — 1 — m, so ist
sq(a+m) = s4(a) +m und damit a +m € Ay, . Ist andererseits ay > ¢ —m, dann endet
a—ag~+q auf 0, und fiir 0 < j <m < ¢ gilt s,(a —ap +q+j) = s4(a —ay+¢q) + j, d.h.
{sqla —ag+q+j): 0<j < m} durchlduft ein vollstéindiges Restsystem modulo m. Es
gibt daher ein j < m, sodass b =a—ay+q+j € Ay jm. Der Abstand zwischen a und b ist

b—a=—-ap+q+j<—(¢g—m)+qg+(m—1)=2m—1,
womit diese Behauptung bewiesen ist.

Zu jedem N € N gibt es damit ein j mit 0 < 7 < 2m —2, sodass N —j € Ay}, ,,. Es geniigt
damit zum Beweis der Proposition nachzuweisen, dass jede ganze Zahl n € [0,2m — 2]
sich als Summe von héchstens |7 ] 47 — 1 Summanden aus Ay, schreiben ldsst. Dazu
benétigen wir nur die drei Elemente 1,7,m + 1 € Ay . Ist n < m + 7, dann l&sst sich n
in der Form n = 2 -7 + 3 - 1 schreiben, und es gilt z = || und y = n — r2. Damit ergibt
sich aber

— 1
r
m—rn+n+(r—172 n+1
= = +r—2
T T

—I—r—2:@+r—1,
T

r

m-+r
< +

r

und wegen x4y € Nsogar x+y < [ | 4+7— 1. Damit ist fiir diesen Fall alles bewiesen. Ist
andererseits m +r < n < 2m — 2 (was nur fiir r < m — 2 iiberhaupt moglich ist), so kann
man n als (m+7r)+z-r+y-1 mit z = |2=2="| und y = n —m —r — rx schreiben. Es gilt
analog zur obigen Abschétzung 1+ x+y < mT_l +7r—2 <2 +7—1. Damit ist die Anzahl
der Summanden auch in diesem Fall durch den gewiinschten Ausdruck abschitzbar. U

Korollar 8.12 Wihlt man insbesondere 7 = |y/m], so erhilt man, dass zu beliebigem
m > 2 stets h und ¢ derart existieren, dass gnm(1) < 2¢/m + O(1).
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AbschlieBend machte ich noch ein einzelnes Beispiel eines expliziten Resultats fir g (1)
liefern:

Proposition 8.13 Sei h € {0,1} und (¢ — 1,2) =1, d.h. ¢ gerade. Dann gilt g, (1) = 2.

Beweis: Offenbar ist gn2(1) > 2. Sei N = .7 n;q¢" beliebig. Es soll gezeigt werden,
dass N sich als Summe von zwei Summanden aus A; ;2 U {0,1} schreiben ldsst. Wegen
0 € Aip2U{0,1} ist dies trivial, falls N € Ay j 2. Wéhle s minimal mit ng # 0. Im Fall
h = 1 muss s,(N) gerade sein, und damit sind s,(N — ¢*) = s,(N) — 1 und s,(¢*) =1
ungerade. Somit ist aber bereits eine Zerlegung N = (N — ¢®) +¢° mit N —¢*,¢° € A1
gefunden.

Es sei daher nun A = 0 und damit s,(N) ungerade. Wire s = 0, so hitte man wegen
Sq¢(N —1) = s4(N) — 1 bereits eine Zerlegung N = (N —1)+1mit N—1,1 € A;4,U{0,1}
gefunden. Daher darf s > 0 angenommen werden. Ist nun ¢ > 2, so lisst sich N durch
N = (N-2¢""1) +2¢° ! mit

5¢(N —=2¢°") = 5,(N) =14+ (¢ —2) = 5,(N)+¢—3=0 mod 2

und s,(2¢° 1) = 2 schreiben, womit wieder eine geeignete Zerlegung gefunden wire. Es
verbleibt der Fall ¢ = 2. Wegen so(N — 1) = s9(N) — 1+ s wiire N = (N — 1) + 1 fiir
gerades s eine passende Zerlegung. Daher behandeln wir nur noch ungerades s. Es bleiben
zwei Fille:
o 5> liindiesem Fallseia = 2°71—1 = Y72 und b = N—a = 14271437 n2"
Die Ziffernsummen sind dann sy(a) = s —1 und s,(b) = s9(N) + 1, also beide gerade.
Wieder sind zwei passende Summanden gefunden.

e s=1: 2 kann als 1 41 geschrieben werden. Ist N # 2, so gibt es ein ¢t > 1 mit n; = 1.
Setze nun a = 28 + 1 und b = N — a. Die Ziffernsummen sind hier s;(a) = 2 und
s2(b) = s2(N) — 1, also erneut gerade. Damit ist der letzte Fall behandelt.

O
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